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RésuméCe doument présente une synthèse de mes prinipaux travaux de reherhe e�etués jusqu'à ejour. Ils portent essentiellement sur l'analyse de sensibilité topologique et ses appliations en opti-misation et reonstrution de formes. Cette tehnique réente onsiste à étudier la sensibilité d'unefontionnelle dépendant d'un domaine par rapport à une perturbation in�nitésimale de la topologiede e dernier, omme typiquement la nuléation d'un trou. La notion de dérivée topologique, ou gra-dient topologique, qui en déoule peut alors être utilisée de di�érentes manières dans des algorithmesd'optimisation de formes a�n de générer des modi�ation de topologie. Sont abordés les aspets ana-lytiques, algorithmiques, ainsi que divers exemples d'appliations parmi lesquels l'optimisation destrutures élastiques, l'optimisation d'éoulements inompressibles ou enore la détetion de défautsgéométriques.
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Chapitre 1Introdution1.1 Exemples de problèmes d'optimisation de formesL'optimisation de formes onsiste à reherher un domaine du plan ou de l'espae, voire dépendantdu temps, qui soit optimal selon un ertain ritère et éventuellement sous ertaines ontraintes. L'op-timisation topologique se aratérise par l'absene d'information a priori sur la topologie du domaineà obtenir, 'est à dire, en dimension 2, sur le nombre de trous qu'il peut ontenir. La formulationmathématique la plus générale s'érit don
inf {J (Ω) | Ω ∈ E} , (1.1)dans le sens où l'on herhe non seulement la valeur de ette borne mais aussi à onstruire desminimiseurs approhés. Dans ette expression, J est le ritère à minimiser, également appelé fontionoût ou objetif, et E est l'ensemble des domaines admissibles. En général, l'évaluation du ritère (etparfois aussi des ontraintes) fait intervenir la résolution d'équations aux dérivées partielles provenantde la physique sous-jaente. Soulignons que nous avons érit inf, et non min, ar dans la plupart desas la borne inférieure n'est pas atteinte. Ce aratère mal posé est l'une des di�ultés majeures del'optimisation de formes, notamment topologique, qui a d'importantes réperussions sur le plan dutraitement numérique.Pour �xer les idées et quelques notations, nous présentons i-après deux problèmes lassiquesd'optimisation de formes. Nous renvoyons à [23, 32, 36, 48℄ pour d'autres exemples.1.1.1 Minimisation de la ompliane en optimisation de struturesLe problème d'optimisation de strutures le plus typique et le plus étudié est elui de la minimi-sation de la ompliane en élastiité linéaire. La struture en question est représentée par le domaine

Ω ⊂ RN , N ∈ {2, 3}. Les équations de l'élastiité linéaire pour le déplaement u ∈ H1(Ω)N s'ériventdans leur formulation forte





− div σ(u) = 0 dans Ω,
u = 0 sur ΓD,
σ(u)n = g sur ΓN ,
σ(u)n = 0 sur ∂Ω \ ΓD \ ΓN .Le tenseur des ontraintes σ(u) est dé�ni par la loi de Hooke

σ(u) = λ tr e(u)I + 2µe(u)ave e(u) = ∇su = (∇u +∇uT )/2 le tenseur des déformations et (λ, µ) les oe�ients de Lamé dumatériau. Les onditions aux limites sont onstituées d'un hargement g ∈ H−1/2(ΓN ), d'un bordenastré ΓD et d'un bord libre sur le reste de la frontière. La ompliane de Ω sous le hargement gest le travail des fores extérieures, à savoir
C(Ω) =

∫

ΓN

g.uds.4



Cette quantité s'interprète omme la �exibilité de la struture, don on herhe en général à la mini-miser. On impose lassiquement des ontraintes de volume et d'enombrement. Le problème d'opti-misation de forme résultant s'érit
inf {C(Ω) | Ω ⊂ D,ΓD ∪ ΓN ⊂ ∂Ω, |Ω| ≤ V } ,où D est un domaine �xé, |Ω| est la mesure de Lebesgue de Ω et V > 0 est donné. Le aratèregénériquement mal posé de e problème est bien onnu : les suites minimisantes ont des formes deplus en plus omplexes et ne onvergent vers un domaine pour auune topologie appropriée ('est-à-dire qui rende le ritère semi-ontinu inférieurement). Un ontre-exemple analytique est exposé dans[23℄. D'un point de vue pratique, il faudra don se ontenter de minimiseurs approhés ou, pire, deminimiseurs loaux.1.1.2 Identi�ation de défautsIl est ourant de formuler les problèmes inverses par des problèmes d'optimisation. Dans le asde l'identi�ation d'objets (ou de défauts), ela donne lieu à des problèmes d'optimisation de formes.Donnons un exemple dans le as du laplaien. Etant donnés deux domaines Ω ⊂⊂ D ⊂ RN et uneexitation g, nous notons uΩ la solution de





−∆uΩ = 0 dans D \Ω,
∂nuΩ = g sur ∂D,
∂nuΩ = 0 sur ∂Ω.Notons Ω⋆ le domaine reherhé, pour lequel nous disposons de la mesure au bord f = (uΩ⋆)|∂D. Leritère à minimiser le plus souvent utilisé pour reonstruire Ω⋆ est elui de moindres arrés
J (Ω) = ‖uΩ − f‖2L2(∂D). (1.2)Si la mesure f est exate, alors il existe bien un minimiseur de (1.2) donné par Ω⋆, mais 'est l'uniitéqui n'est pas garantie. De plus, en admettant l'uniité (qui peut être aquise si le nombre de mesuresest su�sant), e minimiseur sera souvent très sensible à l'addition de bruit sur f . Là enore, il estgénéralement indiqué de se limiter à une solution sous-optimale, qu'il faudra savoir séletionner.1.2 Les méthodes les plus onnuesIl existe de nombreuses méthodes d'optimisation de formes. Cette rihesse provient évidemmentde la diversité des as traîtés, mais souligne également la omplexité du problème. Du point de vuemathématique, deux di�ultés apparaissent d'emblée et ont un r�le déterminant sur la onstrutiond'algorithmes : d'une part, le aratère mal posé dérit plus haut, et, d'autre part, l'absene destruture vetorielle naturelle sur un ensemble de domaines. Les méthodes (ou plus exatement lesfamilles de méthodes) les plus répandues sont listées i-dessous.� Les méthodes stohastiques, omme les algorithmes évolutionnaires [23, 65℄, ont l'avantage dene pas néessiter de alul de gradient et sont peu sensibles aux minima loaux. Cependant, leuroût est élevé.� Un moyen répandu visant à mettre en oeuvres des algorithmes standards d'optimisation non-linéaire est d'appliquer es-derniers à une représentation du domaine à l'aide de paramètres réels(points de ontr�le, noeuds d'un maillage...). On parle d'optimisation paramétrique [60, 56℄.� L'optimisation de formes dite lassique [68, 48℄ onsiste à e�etuer, de manière itérative, desdéformations régulière de frontière. La notion de dérivée de forme fournit une diretion dedesente pour le déplaement des points du bord. Dans e adre, les domaines obtenus restenthoméomorphes au domaine initial : il n'y a pas de hangement de topologie. C'est le prinipaldéfaut de es méthodes.� Une variante de la méthode lassique est de représenter le domaine en tant qu'ensemble de niveaud'une ertaine fontion [25, 69, 59℄, e que l'on érit généralement sous la forme Ω = {ψ < 0}.L'évolution de la funtion ψ est gouvernée par la dérivée de forme via une équation de Hamilton-Jaobi. Ce formalisme permet ertains hangements de topologie, omme la suppression ou le5



reollement de trous, mais ne produit pas de nuléation. Un autre intérêt est de pouvoir utiliserun maillage �xe.� Partant du onstat que les problèmes d'optimisation topologique sont mal posés, ertains au-teurs ont introduit des méthodes de relaxation. La plus onnue repose sur la théorie de l'homo-généisation [30, 22, 40℄ pour inlure dans l'ensemble admissible toute une lasse de matériauxomposites. Le problème resultant est bien posé par onstrution, et de plus di�érentiable, equi autorise l'utilisation d'algorithmes de résolution performants. Cependant, les distributionsde matériau obtenues ontiennent des densités intermédiaires qu'il faut ensuite éliminer par destehniques de pénalisation plus ou moins heuristiques. Une variante simpli�ée et très répanduede la méthode d'homogénéisation est la méthode SIMP [32, 31, 66℄.� Finalement, nous en venons à l'analyse de sensibilité topologique qui fait l'objet de e doument.Le prinipe est d'évaluer l'e�et sur la fontion oût d'une perturbation de topologie, omme laréation d'un trou. Cette idée a été introduite d'abord formellement dans [64, 42℄ puis dans unadre mathématique rigoureux dans [44, 67, 54℄. Des méthodes utilisant e onept, de façonexlusive ou ombinée, seront dérites plus loin.1.3 Sensibilité topologique : dé�nition et premiers algorithmesSoit Ω un domaine (ouvert onnexe) de RN , N ∈ {2, 3}, et un point z ∈ Ω. Supposons que, lorsque
ρ tend vers 0, le développement asymptotique suivant puisse être obtenu :

J (Ω \B(z, ρ))− J (Ω) = f(ρ)gΩ(z) + o(f(ρ)), (1.3)ave f : R+ → R+ véri�ant limρ→0 f(ρ) = 0. On dit alors que J admet gΩ(z) pour dérivée topologique(aussi appelé sensibilité topologique ou gradient topologique) au point z. Signalons que le hoix d'untrou irulaire est purement arbitraire. D'autres perturbations seront envisagées par la suite.La dérivée topologique renseigne sur la variation au premier ordre de la fontion J par rapportà une petite perturbation de topologie. Ainsi, omme de tout gradient, son utilisation peut se faireà deux niveaux. D'une part, elle fournit une diretion de desente. Par exemple, on peut aisémentonevoir un algorithme itératif qui rée des petits trous en des points z où gΩ(z) < 0. Le rayon oule nombre de trous réés à haque itération sont alors une sorte de pas à déterminer. D'autre part,la positivité de gΩ(z) en tout point de Ω est une évidente ondition néessaire d'optimalité. On peutherher à la résoudre par un algorithme de point �xe tel que elui proposé dans [44, 37℄ :
Ωn+1 = {x ∈ Ωn, gΩn

(x) ≥ tn} ,où (tn) est une suite roissante de nombres négatifs qui tend vers 0. Le prinipal défaut de et al-gorithme, en dehors de l'absene de résultats de onvergene, est qu'il ne permet à auun momentd'étendre le domaine. Une façon d'y remédier est d'assoier aux perturbations de topologie des varia-tions de frontière, par exemple par une méthode de lignes de niveaux [24, 49℄. Nous verrons plus loinune autre approhe.
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Chapitre 2Analyse de sensibilité topologique dequelques problèmesCe hapitre est onsaré à l'analyse de sensibilité de quelques problèmes d'équations aux dérivéespartielles. L'approhe mise en oeuvre s'artiule autour d'une ligne diretrie ommune, qui est esquisséesur le problème le plus simple onsidéré, à savoir elui d'une inlusion pour un problème elliptiqued'ordre 2. Nous nous ontentons ensuite de mentionner les spéi�ités des autre as.Dans tout le hapitre, Ω est un domaine borné de RN et ωρ est un sous-domaine de Ω de la forme
ωρ = z+ ρω, où z ∈ Ω et ω ⊂ RN est un domaine borné et régulier (C∞). L'ensemble Ω \ωρ sera noté
Ωρ. Pour éviter ertains on�its de notations, ρ sera parfois remplaé par ε.2.1 Problèmes elliptiques d'ordre 2 ave inlusion, trou ou �s-sure de type Neumann [3, 14, 12℄2.1.1 Une méthode adjointe généraliséeNous ommençons par établir un résultat qui servira de base pour l'analyse de sensibilité topolo-gique présentée dans ette setion, mais qui sera également utilisé, moyennant quelques adaptations,pour traiter les autres problèmes de e hapitre. La preuve, qui onsiste en de simples réarrangements,est fournie i-après.Proposition 2.1 Soit V un espae vetoriel. Pour tout paramètre ρ ∈ [0, ρ0[, ρ0 > 0, nous onsidéronsun veteur uρ ∈ V solution de

aρ(uρ, v) = ℓρ(v) ∀v ∈ V , (2.1)où aρ et ℓρ sont respetivement une forme bilinéaire et une forme linéaire sur V. Considérons main-tenant une fontion oût de la forme
j(ρ) = Jρ(uρ) ∈ R. (2.2)Nous faisons les hypothèses suivantes : il existe des réels δa, δℓ, δJ1, δJ2, une fontion f : [0, ρ0[→ Rainsi qu'une forme linéaire Lρ sur V tels que, lorsque ρ→ 0,

Jρ(uρ)− Jρ(u0) = Lρ(uρ − u0) + f(ρ)δJ1 + o(f(ρ)), (2.3)
Jρ(u0)− J0(u0) = f(ρ)δJ2 + o(f(ρ)), (2.4)
(aρ − a0)(u0, vρ) = f(ρ)δa+ o(f(ρ)), (2.5)

(ℓρ − ℓ0)(vρ) = f(ρ)δℓ+ o(f(ρ)), (2.6)où vρ ∈ V est un état adjoint solution de
aρ(ϕ, vρ) = −Lρ(ϕ) ∀ϕ ∈ V . (2.7)7



Alors nous avons le développement asymptotique lorsque ρ→ 0 :
j(ρ)− j(0) = f(ρ)(δa− δℓ+ δJ1 + δJ2) + o(f(ρ)).Preuve. Nous avons au vu de (2.1)

j(ρ)− j(0) = [Jρ(uρ)− J0(u0)] + [aρ(uρ, vρ)− a0(u0, vρ)]− [ℓρ(vρ)− ℓ0(vρ)].En utilisant les équations (2.5) et (2.6) il vient
j(ρ)− j(0) = Jρ(uρ)− J0(u0) + aρ(uρ − u0, vρ) + f(ρ)(δa− δℓ) + o(f(ρ)).De (2.3) et (2.4) il s'ensuit

j(ρ)− j(0) = Lρ(uρ − u0) + aρ(uρ − u0, vρ) + f(ρ)(δJ1 + δJ2 + δa− δℓ) + o(f(ρ)).L'équation adjointe (2.7) onduit au résultat annoné. �2.1.2 Sensibilité topologique par rapport à une inlusionSoit A une matrie symétrique dé�nie positive et α0, α1, β0, β1 des réels tels que α0 > 0, α1 >
0, β0β1 ≥ 0. Pour tout paramètre ρ ≥ 0 assez petit (i.e. ρ est inférieur à un ertain ρ0 > 0), nousonsidérons les oe�ients onstants par moreaux

αρ(x) =

{
α0 si x ∈ Ωρ,
α1 si x ∈ ωρ, βρ(x) =

{
β0 si x ∈ Ωρ,
β1 si x ∈ ωρ, (2.8)et, étant données F0, F1 ∈ H2(Ω), la fontion

Fρ =

{
F0 dans Ω\ωρ,
F1 dans ωρ.Nous supposons de plus que, pour tout ρ ∈ [0, ρ0[, le problème aux limites

{
−div (αρA∇uρ) + βρuρ = Fρ dans Ω,

uρ = 0 sur ∂Ω,
(2.9)admet une unique solution uρ ∈ H1(Ω). Notons que la ondition de Dirihlet sur ∂Ω a été hoisie pour�xer les idées mais ne joue auun r�le partiulier.A�n d'utiliser la Proposition 2.1, nous ommençons par érire (2.9) sous la forme variationnelle(2.1) ave V = H1

0 (Ω),

aρ(u, v) =

∫

Ω

αρA∇u.∇v dx+

∫

Ω

βρuv dx, (2.10)
ℓρ(v) =

∫

Ω

Fρvdx. (2.11)Nous supposons dans un premier temps que la fontion oût véri�e les hypothèses (2.2), (2.3) et (2.4),et nous nous onentrons sur l'étude du omportement asymptotique des quantités dé�nies par (2.5)et (2.6). Le point essentiel est de déterminer une approximation appropriée de l'adjoint vρ. Par destehniques prohes de [43, 38℄ (où le omportement de la solution à distane de l'inlusion est étudié,voir aussi notamment [29, 58℄ pour des développements plus réents sur e sujet), nous montronsque ei est réalisé en onsidérant un potentiel de simple ouhe de densité supportée sur ∂ω. Nousaboutissons au résultat suivant [3℄.Théorème 2.2 Soit j une fontion oût de la forme (2.2) véri�ant (2.3) et (2.4) pour une ertaineforme linéaire Lρ ∈ H−1(Ω) et f(ρ) = ρN . Nous supposons de plus que
‖Lρ(u0)− L0(u0)‖−1,Ω = o(ρN/2). (2.12)8



Alors nous avons le développement asymptotique
j(ρ)− j(0) = ρN

[
α0∇u0(z)TPω,r∇v0(z) + (β1 − β0)|ω|u0(z)v0(z)

−|ω|(F1 − F0)(z)v0(z) + δJ

]
+ o(ρN ).

(2.13)Nous avons utilisé les notations
δJ = δJ1 + δJ2, r =

α1

α0
≥ 0.Lorsque r = 1, la matrie (dite de polarisation) Pω,r est nulle. Sinon elle est onstituée des omposantes

(Pω,r)ij =
∫

∂ω

pixjds (2.14)où xj est la j-ème oordonnée du point x et la densité pi assoiée au i-ème veteur de base ei de RNest l'unique solution de l'équation intégrale
r + 1

r − 1

pi(x)

2
+

∫

∂ω

pi(y)A∇E(x − y).n(x)ds(y) = Aei.n(x) ∀x ∈ ∂ω. (2.15)Ii, E désigne la solution élémentaire de l'opérateur u 7→ −div(A∇u).La notion de matrie de polarisation a été introduite par Polya, Shi�er et Szegö [61, 63℄ et a étélargement étudiée depuis (voir par exemple [26, 28℄). En partiulier, il est établi que Pω,r est symétriquedé�nie positive si r > 1, et symétrique dé�nie négative si r < 1. Rappelons quelques formules obtenuespour des ellipses et ellipsoïdes dans le as du laplaian A = I [53℄.1. Ellipse. Lorsque ω est l'ellipse dont les axes de demi-longueurs a et b = ea sont dirigés selon lesveteurs de base (le as général s'obtient par rotation), la matrie de polarisation s'érit
Pω,r = |ω|(r − 1)




1 + e

1 + re
0

0
1 + e

e+ r


 . (2.16)Nous avons en partiulier pour le disque unité

Pω,r = 2
r − 1

r + 1
|ω|I. (2.17)2. Ellipsoïde. La matrie de polarisation de l'ellipsoïde de demi-axes (ai)i∈{1,2,3} orientés selon lesveteurs de base s'érit

Pω,r = |ω|




r − 1

1− (r − 1)s1
0 0

0
r − 1

1− (r − 1)s2
0

0 0
r − 1

1− (r − 1)s3




(2.18)ave
sk = −a1a2a3

2

∫ ∞

0

1

(a2k + s)
√

(a21 + s)(a22 + s)(a23 + s)
ds.A l'aide du logiiel de alul symbolique Maple, nous obtenons pour un ellipsoïde de révolutionde rayon a1 = a2 et de hauteur a3 = ea1, e < 1

s1 = s2 = e

2e
√
1− e2 + 2 arctan(

e√
1− e2

)− π

4(1− e2)3/2 , (2.19)9



s3 = −e
2
√
1− e2 + 2 arctan(

e√
1− e2

)− π

2(1− e2)3/2 , (2.20)et pour la boule unité (qui se alule évidemment beauoup plus simplement diretement)
Pω,r = 3

r − 1

r + 2
|ω|I. (2.21)Notons que le théorème 2.2 se généralise aisément au as où α0 et β0 sont onstants par moreaux, àondition qu'ils soient onstants au voisinage de z.Donnons maintenant quelques exemples de fontions oût typiques.Théorème 2.3 Le développement asymptotique (2.13) est valable pour les fontions oût suivantes,ave les valeurs indiquées de δJ .1. Exemple 1. Considérons une fontion oût de la forme

Jρ(u) = J(u|Ω\B(z,R)), (2.22)où R > 0 est �xé et J est de lasse C2 sur H1(Ω \B(z,R)). Alors δJ = 0.2. Exemple 2. Pour la fontionnelle
Jρ(u) =

∫

Ω

αρ|u− ud|2 dx, (2.23)ave ud ∈ H2(Ω), nous avons
δJ = (α1 − α0)|ω||u0(z)− ud(z)|2.3. Exemple 3. Pour la fontionnelle

Jρ(u) =

∫

Ω

αρA∇(u − ud).∇(u − ud) dx, (2.24)ave ud ∈ (H1
0 ∩H3)(Ω), nous avons

δJ = α0∇u0(z)TPω,r(∇u0(z)−∇ud(z))− (α1 − α0)|ω|A∇ud(z).(∇u0(z)−∇ud(z)).Les théorèmes 2.2 et 2.3 se généralisent sans di�ulté au as d'un état vetoriel uρ ∈ R
m. Les seulshangements sont les suivants.� Dans haque formule, deux veteurs sont multipliés au sense du produit salaire anonique de

Rm.� Le polarisation Pω,r est donnée par un tenseur d'ordre 4. Si on note P ijpq ses omposantes, nousavons par dé�nition
∇uTPω,r∇v =

∑

i,j,p,q

P ijpq∂iuj∂pvq.Dans le as du système de l'élastiité linéaire, le tenseur de polarisation est appelé tenseur des momentsélastiques (EMT), voir [26, 28℄. Nous avons pour un disque par exemple, en utilisant les notationsstandards de l'élastiité,
∇uTPω,r∇v =

r − 1

κr + 1

κ+ 1

2
|ω|

[
2σ(u) : e(v) +

(r − 1)(κ− 2)

κ+ 2r − 1
trσ(u)tre(v)] ,où u et v sont des hamps de déplaement quelonques, σ(u) and e(v) sont les tenseurs des ontraintes(pour un module d'Young unitaire) et des déformations assoiés,

κ =
λ+ 3µ

λ+ µ
,et (λ, µ) sont les oe�ients de Lamé. 10



2.1.3 Extension : trou et �ssure de type NeumannLe as où ωρ est un trou ave ondition de Neumann au bord s'obtient formellement en faisanttendre α1 et β1 vers 0 dans les formules préédentes. En fait, ei peut se justi�er rigoureusementen prenant exatement α1 = β1 = 0 et en adoptant une formulation appropriée pour éviter que leproblème ne devienne mal posé [3℄. Ainsi, il su�t de prendre α1 = β1 = 0 dans les théorèmes 2.2 et2.3 pour obtenir les formules orrespondant au trou de Neumann. La matrie de polarisation assoiées'obtient en prenant pour ontraste r = 0. On retrouve alors ertains résultats onnus [67, 44℄.Le as d'une �ssure droite (en 2D) ou irulaire plane (en 3D) se déduit du trou elliptique (resp.ellipsoïdal de révolution) en faisant tendre l'un des axes vers 0. Ce passage à la limite est quant àlui purement formel. Cependant, il permet de retrouver des formules obtenues rigoureusement parailleurs [14, 12℄, en utilisant une approximation de l'état adjoint par un potentiel de double ouhe.Ainsi nous avons
PΣ = −πn⊗ n pour une �ssure droite Σ de longueur 2 et de normale unitaire n (2D),

PΣ = −8

3
n⊗ n pour une �ssure irulaire plane Σ de rayon 1 et de normale unitaire n (3D).2.2 Problèmes elliptiques d'ordre 2 ave trou de type Dirihlet[21, 2, 4℄Nous abordons maintenant le as d'un trou ave ondition de Dirihlet homogène sur son bord. A�nde pouvoir traiter sous le même formalisme les équations de Navier-Stokes en régime inompressible(entre autres), nous onsidérons un problème semi-linéaire de la forme





−∆uρ +Φ(uρ) = σ dans Ωρ,
uρ = 0 sur ∂Ω,
uρ = 0 sur ∂ωρ,

(2.25)où σ ∈ L2(Ω) et Φ est une fontion di�érentiable, éventuellement non linéaire, véri�ant les propriétéssuivantes. Par restrition à n'importe quel ouvert borné O de RN , Φ assoie à tout élément de H1(O)un élément de l'espae dual H1(O)′. De plus, si O = O1 ∪O2 ∪ (∂O1 ∩ ∂O2), O1 ∩O2 = ∅, alors pourtout u, v ∈ H1(O) nous avons
〈Φ(u), v〉H1(O)′,H1(O) = 〈Φ(u|O1

), v|O1
〉H1(O1)′,H1(O1) + 〈Φ(u|O2

), v|O2
〉H1(O2)′,H1(O2). (2.26)Nous supposons que le problème (2.25) admet une solution uρ ∈ H1

0 (Ωρ) pour tout ρ assez petit. Nousnotons
Ru(v) = Φ(u+ v)− Φ(u). (2.27)L'analyse asymptotique topologique d'une fontion oût j(ρ) = Jρ(uρ) s'appuie sur une variantede la proposition 2.1, que nous appliquons à un prolongement de uρ par 0 à l'intérieur du trou.Dans le as de Dirihlet, nous devons distinguer les dimensions 2 et 3. Cei provient de la di�érenede omportement à l'in�ni des solutions élémentaires du laplaien, toujours notées E, e qui passaitinaperçu dans la setion préédente vu qu'elles intervenaient par leurs gradients. Les résultats suivantssont issus de [4℄. Comme auparavant, nous énonçons des résultats généraux avant de spéi�er desexemples.2.2.1 Sensibilité topologique en dimension 3L'hypothèse tehnique suivante porte sur la non linéarité, et sera automatiquement véri�ée lorsque

Φ est linéaire.Hypothèse 2.1 1. Il existe λ > 0 et une onstante c > 0 tels que pour tout f ∈ H−1(Ωρ),
ϕ ∈ H1/2(Γ) et u ∈ H1(Ωρ) ave ‖u‖1,Ωρ

< λ et ‖f‖−1,Ωρ
, ‖ϕ‖1/2,Γ su�samment petit, leproblème 




−∆v +Ru(v) = f in Ωρ,
v = ϕ on Γ,
v = 0 on ∂ωρ,

(2.28)11



admet une unique solution véri�ant
‖v‖1,Ωρ

≤ c(‖f‖−1,Ωρ
+ ‖ϕ‖1/2,Γ).2. Il existe une onstante c′ > 0 telle que pour tout v ∈ H1(Ω) ave ‖v‖1,Ω su�samment petit,

‖Ru0
(v)‖−1,Ω ≤ c′(‖v‖0,Ω + ‖v‖21,Ω).3. Si u est de lasse C2, alors Φ(u) est de lasse C0.4. Lorsque ‖v‖1,Ω tend vers zero, v ∈ H1

0 (Ω), v0 ∈ H1
0 (Ω), nous avons

〈Ru0
(v)−DRu0

(0)v, v0〉 = o(‖v‖0,Ω + ‖v‖21,Ω).Le résultat général est énoné i-dessous.Théorème 2.4 Supposons que� la fontion Φ véri�e l'hypothèse 2.1 et ‖u0‖1,Ω < λ,� la fontion oût véri�e
Jρ(uρ)− J0(uρ) = ρδJ1 + o(ρ), (2.29)

J0(uρ)− J0(u0)− 〈L, uρ − u0〉 = ρδJ2 + o(ρ), (2.30)ave L ∈ H−1(Ω), δJ1, δJ2 ∈ R,� le problème adjoint : {
−∆v0 +DΦ(u0)

∗v0 = −L in Ω,
v0 = 0 on Γ,

(2.31)a au moins une solution v0 ∈ H1
0 (Ω),� les états direts et adjoints u0 et v0 sont de lasse C2 au voisinage de z,� le oe�ient Qω est dé�ni par

Qω =

∫

∂ω

ηds, (2.32)où η ∈ H−1/2(∂ω) est l'unique solution de l'équation intégrale
∫

∂ω

E(x− y)η(y)ds(y) = 1 ∀x ∈ ∂ω. (2.33)Alors nous avons
j(ρ)− j(0) = ρ [Qωu0(z)v0(z) + δJ1 + δJ2] + o(ρ). (2.34)Notons que la fontion Φ n'est pas présente expliitement dans la formule (2.34), ni dans la dé�nitionde Qω.2.2.2 Sensibilité topologique en dimension 2En dimension 2, nous allons voir que les hoses sont assez di�érentes, à ommener par les hypo-thèses.Hypothèse 2.2 1. Il existe p ∈]1, 2[ et q ∈]1,+∞[ tels que Φ envoie W 1,p(O) dans Lq(O) pourtout ouvert borné O de R2.2. Il existe λ > 0 et une onstante c > 0 tels que, pour tout f ∈ H−1(Ωρ), ϕ ∈ H1/2(Γ) et

u ∈W 1,p(Ωρ) ave ‖u‖W 1,p(Ωρ) < λ et ‖f‖−1,Ωρ
, ‖ϕ‖1/2,Γ assez petit, le problème





−∆v +Ru(v) = f in Ωρ,
v = ϕ on Γ,
v = 0 on ∂ωρ,

(2.35)a une unique solution véri�ant
‖v‖1,Ωρ

≤ c(‖f‖−1,Ωρ
+ ‖ϕ‖1/2,Γ).12



3. Il existe une onstante c′ > 0 telle que pour tout ouvert O ⊂ Ω et tout u, v ∈ W 1,p(O) ave
‖u‖W 1,p(O) ≤ λ et ‖v‖W 1,p(O) assez petit,

‖Ru(v)‖Lq(O) ≤ c′‖v‖W 1,p(O).4. Lorsque ‖v‖1,Ω tend vers zero, v ∈ H1
0 (Ω), v0 ∈ H1

0 (Ω), nous avons
〈Ru0

(v) −DRu0
(0)v, v0〉 = o(‖v‖W 1,p(Ω)).Nous avons le résultat suivant.Théorème 2.5 Supposons que� le fontion Φ véri�e l'hypothèse 2.2 et ‖u0‖W 1,p(Ω) < λ,� la fontion oût véri�e

Jρ(uρ)− J0(uρ) =
−1
log ρ

δJ1 + o(
−1
log ρ

), (2.36)
J0(uρ)− J0(u0)− 〈L, uρ − u0〉 =

−1
log ρ

δJ2 + o(
−1
log ρ

), (2.37)ave L ∈ H−1(Ω), δJ1, δJ2 ∈ R,� le problème adjoint (2.31) a au moins une solution v0 ∈ H1
0 (Ω),� les états direts et adjoints u0 et v0 sont de lasse C2 au voisinage de z.Alors

j(ρ)− j(0) = −1
log ρ

[2πu0(0)v0(0) + δJ1 + δJ2] + o(
−1
log ρ

). (2.38)Ii enore la non linéarité n'est pas présente expliitement. Observons un autre fait remarquable,propre à la dimension 2 : la forme du trou n'intervient pas, du moins dans le premier terme.2.2.3 Généralisation à d'autres opérateurs di�érentielsLes résultats préédents se généralisent sans auune di�ulté au as où le laplaien est remplaépar un opérateur di�érentiel ∆̃ onvenable, 'est à dire satisfaisant les propriétés suivantes.Hypothèse 2.3 Pour tout ouvert borné O ⊂ RN , ∆̃ est dé�ni (au sens faible) par
V(O) → V0(O)′

∆̃ : u 7→ div(A∇u),où � V(O) est un sous-espae fermé de H1(O)n, n ≥ 1,� V0(O) = V(O) ∩H1
0 (O)n,� A est un tenseur d'ordre 4 tel que

AX : X ≥ cX : X, ∀X ∈ MN,n(R),� la solution élémentaire de ∆̃ véri�e
E(x) = O

(
1

|x|

)
, (|x| → ∞) en 3D,

E(x) ∼ −m2
log |x|
2π

I, (|x| → 0) en 2D,où m2 ∈ R∗ et I est la matrie identité d'ordre n.
13



Pour un tel opérateur agissant sur un hamp vetoriel, le salaire Qω doit être remplaé par la matrie
n× n de l'appliation linéaire

X ∈ R
n 7→ QωX =

∫

∂ω

ηds,la densité η étant l'unique solution de l'équation intégrale
∫

∂ω

E(x− y)η(y)ds(y) = X ∀x ∈ ∂ω. (2.39)Cette matrie est appelée matrie apaité.Alors, sous les hypothèses des théorèmes 2.4 et 2.5 satisfaites en remplaçant ∆ par ∆̃, H1(O) par
V(O) et H1

0 (O) par V0(O), nous avons les formules asymptotiques :
j(ρ)− j(0) ∼ ρ [Qωu0(z).v0(z) + δJ1 + δJ2] en 3D, (2.40)

j(ρ)− j(0) ∼ −1
log ρ

[
2π

m2
u0(z).v0(z) + δJ1 + δJ2

] en 2D. (2.41)Si l'état uρ est à valeurs omplexes, e qui signi�e que l'espae de Hilbert V(O) est omplexe, lesrésultats préédents se généralisent en identi�ant C à R2. Cela onduit à la modi�ation suivante (voir[21℄) : le produit salaire a.b dans les formules (2.40) and (2.41) est remplaé par ℜ(a.b), où le pointdésigne maintenant le produit salaire hermitien de Cn.Nous donnons dans les tableaux 2.1 des exemples d'opérateurs di�érentiels ∆̃ satisfaisant les hypo-thèses 2.3 et de fontions Φ véri�ant les hypothèses 2.1 en dimension 3 and 2.2 en dimension 2. Pourles fontions linéaires, la véri�ation est immédiate. Pour les équations de Navier-Stokes (en régimeinompressible), voir [2℄. Nous indiquons dans le tableau 2.2 le oe�ient m2 orrespondant.Système ∆̃u V(O) Φ(u)Laplae/ Helmholtz (non linéaire) ∆u H1(O)n −k2(1 + ǫ|u|2s)uélastiité linéaire / élastodynamique div σ(u) H1(O)N −k2uStokes / quasi-Stokes, Navier-Stokes ν∆u {u ∈ H1(O)N , div u = 0} αu, ∇u.uTable 2.1 � Exemples d'opérateurs.Système E(x) m2Laplae/ Helmholtz (non linéaire) −1
2π

ln r I 1élastiité linéaire / élastodynamique −(λ+ 3µ) log rI + (λ+ µ)erer
T

4πµ(λ+ 2µ)

λ+ 3µ

2µ(λ+ 2µ)Stokes / quasi-Stokes, Navier-Stokes − log rI + erer
T

4πν

1

2νTable 2.2 � Solution élémentaire et oe�ient m2 (2D).2.2.4 Trou sphérique (3D)Le as du trou sphérique ω = B(0, 1) a évidemment un intérêt partiulier, d'autant que le alulde sa matrie apaité est quasi-immédiat. Nous supposons pour ela que la solution élémentaire de
∆̃ est de la forme

E(x) =
αI + βere

T

r

4πr
, α, β ∈ R.Un simple alul donne ∫

∂ω

E(x− y)ds(y) = m3I ∀x ∈ ∂ω,14



ave m3 = α+
β

3
.Dans e as, pourvu que m3 6= 0, la solution de (2.39) est la onstante η = m−1

3 X et la matrieapaité s'érit
QB(0,1) =

4π

m3
I.Le tableau 2.3 rassemble les valeurs de m3 orrespondant aux opérateurs du tableau 2.1. Dans les aslinéaires, on retrouve de façon systématique des résultats onnus [44, 45, 46, 47, 54, 62℄.PDE system E(x) m3Laplae/ Helmholtz (non linéaire) 1

4πr
I 1élastiité linéaire / élastodynamique (λ+ 3µ)I + (λ+ µ)erer

T

8πµ(λ+ 2µ)r

2λ+ 5µ

3µ(λ+ 2µ)Stokes/quasi-Stokes, Navier-Stokes I + erer
T

8πνr

2

3νTable 2.3 � Solution élémentaire et oe�ient m3 (3D).2.2.5 Exemples de fontions oûtThéorème 2.6 Pour les fontionnelles suivantes et un opérateur ∆̃ véri�ant les hypothèses 2.3, sousl'hypothèse 2.1 en 3D (resp. l'hypothèse 2.2 in 2D), les équations (2.29) et (2.30) sont véri�ées ave
f(ρ) = ρ (resp. f(ρ) = −1/ log ρ) et les valeurs de δJ1 et δJ2 indiquées.1. Si la fontion oût est de la forme

Jρ(u) = J(u
|Ω\B(z,R)

), R > 0,alors δJ1 = δJ2 = 0.2. Pour la fontionnelle
Jρ(u) =

∫

Ωρ

|u− ud|2dxoù ud ∈ L2(Ω)n ∩ Lp(B(0, R))n, p > N , R > 0, nous avons δJ1 = δJ2 = 0.3. Pour la fontionnelle
Jρ(u) =

∫

Ωρ

|A∇(u − ud)|2dxoù ud ∈ V(Ω) ∩W 1,p(B(0, R))n, p > N , R > 0, nous avons
δJ1 = 0 et δJ2 =




Qωu0(z).u0(z) en 3D,
2π

m2
u0(z).u0(z) en 2D.2.3 Problèmes paraboliques et hyperboliques [18℄Nous revenons à une perturbation de type inlusion ou trou de Neumann mais pour des pro-blèmes instationnaires. Plus préisément, la perturbation en question est in�nitésimale en espae maisonstante en temps. Ainsi, la variation du lagrangien liée à la perturbation de la partie elliptique del'opérateur s'obtiendra formellement par sommation de ette variation orrespondant à des tranhes detemps in�nitésimales. Pour simpli�er, la présentation est faite pour une inlusion, mais le as du trous'obtient de manière similaire. Etant donné que la lettre ρ désignera la densité, la taille de l'inlusionsera notée ε. 15



2.3.1 Problèmes paraboliquesSoit A une matrie symétrique dé�nie positive et α0, α1, ρ0, ρ1 des réels stritement positifs. Pourtout ε ∈ [0, ε0), ave ε0 su�samment petit, nous onsidérons les oe�ients onstants par moreaux
αε =

{
α1 dans ωε
α0 dans Ω \ ωε , ρε =

{
ρ1 dans ωε
ρ0 dans Ω \ ωε .Etant donnés F0, F1 ∈ L2(0, T ;H−1(Ω)), nous de�nissons la fontion

Fε =

{
F1 dans ωε × (0, T ),
F0 dans (Ω \ ωε)× (0, T ).Nous nous intéressons à l'équation de la haleur :





ρε
∂uε
∂t
− div (αεA∇uε) = Fε dans Ω× (0, T ),

uε = 0 sur ∂Ω× (0, T ),
uε(·, 0) = 0 dans Ω. (2.42)La formulation variationnelle s'érit

∫ T

0

〈
ρε
∂uε
∂t

, v

〉

H−1(Ω),H1
0
(Ω)

dt+

∫ T

0

aε(uε, v) dt =

∫ T

0

ℓε(v) dt ∀v ∈ X, (2.43)ave les espaes
X = L2(0, T ;H1

0 (Ω)) ∩H1(0, T ;H−1(Ω)),

X0 = {u ∈ X,u(., 0) = 0} ∋ uε,et les formes bilinéaires et linéaires aε et ℓε dé�nies sur H1
0 (Ω) par

aε(u, v) =

∫

Ω

αεA∇u · ∇v dx, (2.44)
ℓε(v) =

∫

Ω

Fεv dx. (2.45)Nous onsidérons une fontion oût de la forme
j(ε) = Jε(uε) =

∫ T

0

Jε(uε) dt (2.46)où Jε : H1
0 (Ω)→ R et les hypothèses suivantes sont supposées véri�ées :

Jε(u) ∈ L1(0, T ) ∀u ∈ X, ∀ε ∈ [0, ε0), (2.47)
Jε(uε) = Jε(u0) +

∫ T

0

〈Lε, uε − u0〉H−1(Ω),H1
0
(Ω) dt+ εNδJ1 + o(εN ), (2.48)

Jε(u0) = J0(u0) + εNδJ2 + o(εN ), (2.49)
‖Lε − L0‖L2(0,T ;H−1(Ω)) = o(εN/2), (2.50)ave Lε, L0 ∈ L2(0, T ;H−1(Ω)) et J1,J2 ∈ R. Nous introduisons l'état adjoint vε ∈ X solution de

∫ T

0

〈
ρε
∂ϕ

∂t
, vε

〉

H−1(Ω),H1
0
(Ω)

dt+

∫ T

0

aε(ϕ, vε) dt = −
∫ T

0

Lεϕdt ∀ϕ ∈ X0, (2.51)'est à dire véri�ant l'équation de la haleur rétrograde




−ρε
∂vε
∂t
− div (αεA∇vε) = −Lε dans Ω× (0, T ),

vε = 0 sur ∂Ω× (0, T ),
vε(·, T ) = 0 dans Ω. (2.52)Nous établissons le résultat suivant. 16



Théorème 2.7 Supposons que la fontion oût véri�e (2.46)-(2.50). Supposons de plus que u0 et v0véri�ent respetivement (2.42) et (2.52) pour ε = 0 et que F0, F1 et L0 sont su�samment réguliersau voisinage de z. Alors nous avons le développement asymptotique :
j(ε)− j(0) = εN

[
(ρ1 − ρ0)|ω|

∫ T

0

∂u0
∂t

(z, t) v0(z, t) dt+ α0

∫ T

0

∇u0(z, t) · Pω,α1
α0

∇v0(z, t) dt

−|ω|
∫ T

0

(F1(z, t)− F0(z, t)) v0(z, t) dt+ δJ1 + δJ2
]
+ o(εN ). (2.53)Dans ette expression, Pω,α1

α0

est la matrie de polarisation introduite au théorème 2.2.Les questions de régularité sont traitées en détail dans [18℄. Nous indiquons maintenant quelquesexemples de fontions oût, d'autres exemples sont fournis dans [18℄.Proposition 2.8 Le développement asymptotique (2.53) est valable pour les fontions oût suivantesave les valeurs de δJ1 et δJ2 indiquées.1. Pour la fontionnelle
Jε(u) =

∫

Ω

|u− ud|2 dx (2.54)ave ud ∈ L2(Ω) ∩H4(B(z,R)), R > 0, nous avons δJ1 = δJ2 = 0.2. Pour la fontionnelle
Jε(u) =

∫

Ω

η(x)A∇(u − ud).∇(u− ud) dx (2.55)ave ud ∈ L2(0, T ;H1(Ω)) et η une fontion régulière dont le support ne ontient pas z, nousavons δJ1 = δJ2 = 0.2.3.2 Problèmes hyperboliquesAve les mêmes notations que préédemment, nous onsidérons maintenant l'équation des ondes :





ρε
∂2uε
∂t2

− div (αεA∇uε) = Fε dans Ω× (0, T ),

uε = 0 sur ∂Ω× (0, T ),

uε(·, 0) =
∂uε
∂t

(·, 0) = 0 dans Ω. (2.56)La formulation variationnelle assoiée peut s'érire dans les espaes
X = C([0, T ];H1

0(Ω)) ∩ C1([0, T ];L2(Ω)) ∩ C2([0, T ];H−1(Ω)), (2.57)
X0 =

{
u ∈ X,u(., 0) = ∂uε

∂t
(·, 0) = 0

}
∋ uε,sous la forme

∫ T

0

〈
ρε
∂2uε
∂t2

, v

〉

H−1(Ω),H1
0
(Ω)

dt+

∫ T

0

aε(uε, v) dt =

∫ T

0

ℓε(v) dt ∀v ∈ X, (2.58)ave les formes bilinéaire et linéaire aε et ℓε dé�nies par (2.44) et (2.45). Nous onsidérons une fontionoût du type (2.46) véri�ant (2.47), (2.48), (2.49) ave Lε, L0 ∈ W 1,1(0, T ;H−1(Ω)) et
‖Lε − L0‖W 1,1(0,T ;H−1(Ω)) = o(εN/2). (2.59)L'état adjoint vε ∈ X est dé�ni en tant que solution de :

∫ T

0

〈
ρε
∂2ϕ

∂t2
, vε

〉

H−1(Ω),H1
0
(Ω)

dt+

∫ T

0

aε(ϕ, vε) dt = −
∫ T

0

Lεϕdt ∀ϕ ∈ X0, (2.60)17



'est à dire, 




ρε
∂2vε
∂t2

− div (αεA∇vε) = −Lε dans Ω× (0, T ),

vε = 0 sur ∂Ω× (0, T ),

vε(·, T ) =
∂vε
∂t

(·, T ) = 0 dans Ω. (2.61)Nous obtenons le omportement asymptotique suivant.Théorème 2.9 Supposons que Jε véri�e (2.46)-(2.49) et (2.59). Supposons de plus que u0 et v0véri�ent respetivement (2.56) et (2.61) pour ε = 0, et que F0, F1 et L0 sont su�samment réguliersau voisinage de z.Alors nous avons le développement asymptotique :
j(ε)− j(0) = εN

[
− (ρ1 − ρ0)|ω|

∫ T

0

∂u0
∂t

(z, t)
∂v0
∂t

(z, t) dt+ α0

∫ T

0

∇u0(z, t) · Pω,α1
α0

∇v0(z, t) dt

−|ω|
∫ T

0

(F1(z, t)− F0(z, t)) v0(z, t) dt+ δJ1 + δJ2
]
+ o(εN ). (2.62)Nous renvoyons à [18℄ pour des exemples de fontions oût.2.4 Un problème elliptique d'ordre 4 [17℄Pour terminer e hapitre nous étudions un problème elliptique d'ordre 4, à savoir l'équation desplaques de Kirhho�. La partiularité d'un problème d'ordre 4 est que la apaité d'un point est nonnulle. Ainsi la solution, don a priori la fontion oût, peut varier disontinûment dès que l'on réeun trou pontuel de Dirihlet, e qui rend la dérivée topologique non dé�nie. Cependant, omme nousallons le voir, la situation est di�érente pour une inlusion ou un trou de Neumann.La plaque en question est représenté par le domaine plan Ω ⊂ D. L'équation d'état pour le problèmenon perturbé est la suivante : trouver uΩ ∈ Vh,g tel que

∫

D

γΩM(uΩ) · ∇∇ϕ dx =

∫

ΓNq

qϕ ds+

∫

ΓNm

m∂nϕ ds+
N∑

i=1

Qiϕ(xvi) ∀ϕ ∈ V0,0 . (2.63)Ci-dessus, Vh,g est l'ensemble des déplaements inématiquement admissibles, et V0,0 est l'espae desvariations admissibles, respetivement dé�nis par
Vh,g :=

{
u ∈ H2 (D) : u|ΓDh

= h et ∂nu|ΓDg
= g

}
, (2.64)

V0,0 :=
{
ϕ ∈ H2 (D) : ϕ|ΓDh

= 0 et ∂nϕ|ΓDg
= 0

}
. (2.65)La fontion uΩ est le déplaement transversal (ou dé�etion) de la plaque. Les bords de Dirihletet de Neumann son respetivement les paires (ΓDh

,ΓDg
) et (ΓNm

,ΓNq
), tels que ΓDh

∩ ΓNq
= ∅ et

ΓDg
∩ ΓNm

= ∅ ave ΓDh
et ΓDg

de mesure non nulle. Sur ΓDh
et ΓDg

sont respetivement presritsun déplaement h ∈ H3/2(ΓDh
) et une rotation g ∈ H1/2(ΓDg

). Le système de fores ompatiblesave les hypothèses de Kirhho� est donné par q ∈ H3/2(ΓNq
)′, m ∈ H−1/2(ΓNm

) et Qi ∈ R. Lesdistributions q et m représentent un isaillement transverse et un moment, respetivement presritssur ΓNq
et ΓNm

. Finalement, Qi est un isaillement transverse onentré au point xvi ∈ΓNq
, et N estle nombre de es points. Le module d'Young γΩ est onstant par moreaux, de valeurs :

γΩ =

{
γin dans Ω ,
γout dans D \ Ω ,

(2.66)ave γin > 0 et γout ≥ 0. Lorsque γout = 0, seules les valeurs de uΩ dans Ω doivent être onsidéréesdans la fontion oût. Le moment résultantM(uΩ), normalisé à un module d'Young unitaire, est reliéau déplaement par la loi de Hooke :
M(u) = kC∇∇u , (2.67)18



ave
C = 2µI+ λ(I ⊗ I) (2.68)le tenseur d'élastiité, et

k =
τ3

12
. (2.69)Ii, I et I sont respetivement les tenseurs identités d'ordre 2 et 4, τ est l'épaisseur de la plaque et lesoe�ients de Lamé µ et λ sont donnés par

µ =
1

2(1 + ν)
and λ =

ν

1− ν2 , (2.70)où ν est le oe�ient de Poisson. De plus, a�n de garantir l'existene et l'uniité d'une solution de(2.63), nous supposons que :� mes(ΓDg
∩ ΓDh

) 6= 0 ou ΓDg
n'est pas droit ou ΓDh

n'est pas droit ;� lorsque γout = 0, les ensembles ΓDg
, ΓDh

, ΓNm
et ΓNq

sont des parties de ∂Ω.Pour failiter le alul du tenseur de polarisation, nous nous restreignons à des inlusions iru-laires : ωε = B(z, ε),
Ωε =

{
Ω \ ωε si z ∈ Ω ,
(Ω ∪ ωε) ∩D si z ∈ D \ Ω .

(2.71)Nous notons pour simpli�er (uΩε
, γΩε

) par (uε, γε) et (uΩ, γΩ) par (u0, γ0). Alors, pour tout ε ∈ [0, 1],
γε vaut :

γε =

{
γ0 dans D \ ωε ,
γ1 dans ωε ,

(2.72)où γ0 et γ1 sont des fontions onstantes par moreaux, onstantes au voisinage de z. Pour ε > 0,l'état uε ∈ Vh,g est solution de :
∫

D

γεM(uε) · ∇∇ϕ dx =

∫

ΓNq

qϕ ds+

∫

ΓNm

m∂nϕ ds+

N∑

i=1

Qiϕ(xvi) ∀ϕ ∈ V0,0 . (2.73)Nous onsidérons une fontion oût Jε : H2(D) → R véri�ant les propriétés suivantes : il existe
Lε ∈ V ′

0,0, δJ1, δJ2 ∈ R tels que
Jε(uε) = Jε(u0) + 〈Lε, uε − u0〉+ πε2δJ1 + o(ε2) , (2.74)
Jε(u0) = J0(u0) + πε2δJ2 + o(ε2) . (2.75)

〈Lε, ϕ〉 =
∫

D

γε(bϕ+ B · ∇∇ϕ) dx + 〈L,ϕ〉 ∀ϕ ∈ V0,0 , (2.76)où L ∈ V ′, b ∈ L2(D) est un hamp salaire et B ∈ L2(D) est un hamp tensoriel d'ordre 2. Noussupposons de plus que 〈L,ϕ〉 ne dépend pas des valeurs de ϕ dans un voisinage de z. Nous dé�nissonsles oe�ients
γ = γ1(z)/γ0(z),

ξ =
1 + ν

1− ν , η =
1− ν
3 + ν

, (2.77)
ρ =

γ − 1

1 + γη
, T = ηI+

1

2

ξ − η
1 + γξ

I ⊗ I . (2.78)Nous établissons le résultat suivant.Théorème 2.10 Soit Jε une fontion oût véri�ant (2.74)-(2.76). Nous supposons que b et B sontsu�samment réguliers au voisinage de z. Alors Jε(uε) admet le développement asymptotique
Jε(uε)− J0(u0) = πε2DTJΩ(z) + o(ε2) ,ave

DT JΩ = (γ1 − γ0) [(I− ρT)M(u0) · ∇∇v0 − ρTB(u0) · ∇∇u0] + δJ1 + δJ2 . (2.79)19



La fontion u0 = uΩ est la solution de (2.63) et v0 = vΩ ∈ V0,0 est l'état adjoint solution de
∫

D

γ0M(v0) · ∇∇ϕ dx = −〈L0(u0), ϕ〉 ∀ϕ ∈ V0,0 . (2.80)La formule (2.79) est valable pour tout z ∈ D \ ∂Ω (z ∈ Ω si γout = 0).Voii un exemple simple de fontion oût, voir [17℄ pour d'autres as.Proposition 2.11 Considérons une fontion oût de la forme
Jε(u) := J(u|D̃) ,où D̃ est un ouvert de D (Ω si γout = 0) qui ne renontre pas un voisinage de z. Nous supposons que

J véri�e
J(u0|D̃ + ϕ)− J(u0|D̃) = 〈L,ϕ〉+O(‖ϕ‖2H2(D̃)) ∀ϕ ∈ Ṽ ,ave Ṽ = {u|D̃ , u ∈ V} and L(u0) ∈ Ṽ ′. Nous posons

〈Lε, ϕ〉 = 〈L0, ϕ〉 =
〈
L, ϕ|D̃

〉
∀ϕ ∈ V .Alors les hypothèses du théorème 2.10 sont véri�ées ave

B(u0) = 0, δJ1 = δJ2 = 0 .

20



Chapitre 3Méthodes de type gradient pourl'optimisation topologique3.1 Algorithmes élémentaires3.1.1 Détetion de défauts par visualition de la dérivée topologique [14, 12℄La façon la plus simple d'utiliser la dérivée topologique est de représenter graphiquement son hampet de l'interpréter visuellement, sans herher à itérer. Cette manière de faire onvient partiulière-ment bien à des problèmes de détetion, ar l'absene d'itération rend ette approhe remarquablementrobuste par rapport à la présene de bruit dans les données. Signalons que des tehniques de reons-trution basées sur l'analyse asymptotique des solutions par rapport à l'insertion de petites inlusionsont également été développées par di�érents auteurs, voir par exemple [38, 26, 27, 28℄. A la di�érenede es travaux, notre emploi systématique de l'état adjoint permet l'utilisation de fontions oûtsgénérales.Nous présentons ii un problème de détetion d'inlusions dans des plaques métalliques à l'aide demesures ultrasonores [12℄. Le modèle est elui de l'élastodynamique linéaire :
ρ
∂2u

∂t2
− div σ(u) = 0 dans Ω,où ρ est la masse volumique, u est le hamp de déplaements, et σ(u) le tenseur des ontraintes. Nousonsidérons la fontion oût de moindres arrées

J(u) =
1

2

∫

R

(∫

Γm

|u− um|2dx
)
dt,où Γm est la partie de ∂Ω sur laquelle est e�etuée la mesure um (bord inférieur sur la �gure 3.1).L'exitation est un pulse émis à t = 0 au niveau de Γm. Les défauts à déteter sont des inlusionsde module d'Young prohe de zéro. Le hamp de dérivée topologique (valeurs négatives en bleu) avedi�érents niveaux de bruit sur les mesures est représenté à la �gure 3.1.3.1.2 Insertion itérative d'obstales [2℄L'utilisation la plus naturelle de la dérivée topologique onsiste à insérer de petits trous (ou obs-tales) en des endroits où elle-i est négative. Pour illustrer ette proédure, nous onsidérons unproblème d'optimisation d'éoulement dans une uve de déantation. La fontion oût est

J(u) =

∫

Ωd

|u− ud|2dx,où ud est un éoulement ible et Ωd une partie du domaine de alul (voir �gure 3.2). L'éoulement
u est alulé par les équations de Navier-Stokes en régime inompressible. A haque itération, un21



(a) (b)
() (d)Figure 3.1 � Détetion de défauts multiples. (a) Positions des défauts, (b)-(d) Niveaux de la dérivéetopologique (b) sans bruit, () ave 5% de bruit, (d) ave 10% de bruit.obstale de taille prédé�nie est inséré là où la dérivée topologique atteint son minimum. Notons queette méthode fontionne essentiellement à faible nombre de Reynolds (ii de l'ordre de l'unité), arsinon l'insertion d'un obstale de taille �nie perturbe l'éoulement de façon trop importante. En e�et,pour que l'approximation au premier ordre soit exploitable, il faut que les obstables insérés soientpetits par rapport aux tourbillons qu'ils génèrent, e qui, dans et exemple, devient trop restritif dèsque le Reynolds dépasse l'unité.3.2 Lien entre méthodes d'interpolation et dérivée topologique[9℄Revenons à un problème général d'optimisation de domaines de type (1.1). Supposons que nousayons à disposition des développements asymptotiques topologiques signés de la forme

J (Ω \B(z, ρ))− J (Ω) = −f(ρ)gΩ(z) + o(f(ρ)) ∀z ∈ Ω, (3.1)
J (Ω ∪B(z, ρ))− J (Ω) = f(ρ)gΩ(z) + o(f(ρ)) ∀z ∈ Ωc. (3.2)Alors une ondition néessaire d'optimalité topologique est

gΩ(z) ≤ 0 ∀z ∈ Ω,
gΩ(z) ≥ 0 ∀z ∈ Ωc.

(3.3)Les méthodes d'interpolation onsistent à remplaer l'inonnue Ω par un hamp salaire que nousnoterons γ représentant une densité de matière et qui pourra, par exemple, être ensé approher lafontion aratéristique de Ω. Le prinipe est alors d'autoriser les valeurs intermédiaires est d'utiliserdes algorithmes d'optimisation ontinue. On onstruit pour e faire une fontion oût étendue notée
J telle que

J(γ) = J (Ω) si γ = χΩ. (3.4)22
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() (d)Figure 3.2 � Optimisation d'une uve. (a) Géométrie du domaine, (b) éoulement ible, () positiondes obstales, (d) historique de onvergene.La façon d'étendre la fontion oût n'est évidemment pas unique et a une forte in�uene sur la solutionobtenue ar, d'une part, rien ne garantit que elle-i sera une fontion aratéristique et, d'autre part,on doit souvent se ontenter de minimiseurs loaux. Nous allons fournir des arguments sur le hoix deette extension.Une ondition néessaire d'optimalité pour le problème onvexi�é
inf{J(γ) | γ ∈ L∞(D, [0, 1])}(il s'agit d'une onvexi�ation de l'ensemble admissible, pas de la fontion oût) s'érit

J ′(γ)(z) ≤ 0 si γ(z) = 0,
J ′(γ)(z) = 0 si 0 < γ(z) < 1,
J ′(γ)(z) ≥ 0 si γ(z) = 1,

(3.5)où J ′ désigne la dérivée de Fréhet de J . L'idée est de hoisir J de sorte que, en plus de (3.4), lesonditions d'optimalité (3.3) et (3.5) soient équivalentes dès que γ est une fontion aratéristique.Cei n'est pas toujours possible, et dépend des expressions de gΩ et J ′(γ). On montre que l'on peuty parvenir pour la minimisation de la ompliane dans le as de la ondutivité ou de l'élastiitélinéaire. Plus préisément, dans le as de la ondutivité par exemple, nous disposons de deux phases
γ+ > γ− > 0 et l'ensemble admissible onvexi�é est L∞(D, [γ−, γ+]). On prend omme fontion oûtétendue la ompliane alulée à l'aide de l'équation d'état

− div(θ(γ)∇u) = 0.Les onditions requises peuvent être satisfaites en hoisissant la fontion d'interpolation θ en tantque polyn�me de degré inférieur ou égal à 3. Lorsque les onditions d'optimalité topologique (3.3)sont déterminées relativement à des perturbations de forme elliptique quelonque en dimension 2,on montre que θ doit néessairement être l'identité. Cela n'a pas grand intérêt ar les solutions du23



problème onvexi�é ont alors peu de hanes d'être de type binaire. Lorsque l'optimalité est déterminéerelativement à des inlusions de boules, la fontion d'interpolation doit être dé�nie par les relations
θ(γ) =

γ2 + γ+γ−

γ+ + γ−
en 2D,

θ(γ) =
−γ3 + 3(γ+ + γ−)γ2 + 2γ+γ−(γ+ + γ−)

(2γ+ + γ−)(γ+ + 2γ−)
en 3D.

(3.6)En partiulier lorsque γ− → 0, en 2D, on trouve θ(γ) ∼ γ2. Dans le même ontexte, en élastiitélinéaire, on trouve θ(γ) ∼ γ3. On onstate que es deux fontions d'interpolation sont elles le plusfréquemment utilisées dans le adre de la méthode SIMP, e hoix étant essentiellement guidé parl'expérimentation.3.3 Une méthodes de lignes de niveaux pour l'optimisation to-pologique [10, 7℄Le prinipal défaut des méthodes d'interpolation est d'introduire des densités intermédiaires quipeuvent subsister à onvergene. Nous présentons une méthode de lignes de niveaux qui ne prendomme variable que des domaines binaires, au risque de générer une suite minimisante qui ne onvergepas (par ra�nement de maillage au niveau disret). Le prinipe de base est de herher à résoudrediretement les onditions d'optimalité (3.3). Nous supposons que le domaine inonnu est reherhé entant que partie d'un domaine borné �xe D, et nous représentons haque domaine Ω par une fontion
ψ : D → R telle que

Ω = Ω(ψ) := {x ∈ D,ψ(x) < 0}.Nous munissons l'ensemble RD des fontions de D dans R de la relation d'équivalene
ψ1 ∼ ψ2 ⇐⇒ ∃µ > 0, ψ1 = µψ2.De ette manière, les onditions (3.3) seront véri�ées par le domaine Ω(ψ) dès que

gΩ(ψ) ∼ ψ.Il s'agit d'une equation de point �xe que nous résolvons par la méthode des approximations suessivesave relaxation. Par ommodité, nous représentons haque fontion lignes de niveaux ψ sur la sphèreunité S d'un espae de Hilbert H ⊂ RD. L'algorithme est le suivant.Algorithme 3.1 1. Choisir une fontion lignes de niveaux initiale ψ0 ∈ S. Poser k = 0.2. Déterminer ψk+1 ∈ S par la relation
ψk+1 ∼ (1− λk)ψk + λkgΩ(ψk), (3.7)où λk ∈]0, 1] est hoisi de sorte que
J (Ω(ψk+1)) ≤ J (Ω(ψk)). (3.8)3. Inrémenter n← n+ 1 et aller à l'étape (2).L'intérêt de hoisir une norme hilbertienne est que (3.7) peut être formulé diretement pour le repré-sentant unitaire sous la forme

ψk+1 =
1

sin θk

[
sin((1− τk)θk)ψk + sin(τkθk)

gΩ(ψk)

‖gΩ(ψk)‖H

]
,ave l'angle

θk = arccos

〈
ψk,

gΩ(ψk)

‖gΩ(ψk)‖H

〉

H

,24



et τk ∈]0, 1] jouant le r�le de pas au lieu de λk. En pratique, τk est déterminé par une reherhelinéaire de type Armijo. Pour que ei soit possible, il faut véri�er que l'itération (3.7) fournit bienune diretion de desente. C'est l'objet de l'argumentation suivante. Supposons que, pour une petitevaleur de λk, l'appliation de (3.7) onduise à la réation d'un petit trou en un point z ∈ Ωk. Celasigni�e que ψk+1(z) > 0 et ψk(z) < 0, e qui implique gΩ(ψk) > 0. D'après (3.1), la fontion oût doitdiminuer, du moins lorsque le trou réé à la forme d'une boule. En fait, dans ertains as, il n'y a pasde restrition sur la forme du trou : voir par exemple le théorème 2.2 lorsque seuls les oe�ients βet F sont variables. Dans e type de situation, il est possible de mener une analyse de onvergenerigoureuse de l'algorithme 3.1, voir [7℄. L'un des points lés est d'établir (à partir de la formule de lao-aire) que la quantité
d

dt

[
J (Ω(ψ + tgΩ(ψ)))

]
|t=0est, sous ertaines hypothèses de régularité, toujours négative, et ne s'annule qu'en as de minimumloal pour des perturbations de frontière, auquel as des perturbations de topologie peuvent enoreêtre e�etuées. On montre ainsi que le seul obstale à la onvergene de l'algorithme vers une solutionde (3.3) est la possibilité que les fontions ψk et gΩ(ψk) deviennent au ours des itérations trop platesen ertains endroits. On peut imaginer dans ette situation une réinitialisation de ψk ou de gΩ(ψk)(par la fontion distane signée par exemple), mais ela ne s'est jamais avéré néessaire en pratique.3.4 Appliation à l'optimisation de mirostrutures [13, 20℄Nous allons présenter une appliation un peu partiulière de l'algorithme dérit à la setion préé-dente. Il s'agit de l'optimisation de la mirostruture attahée à une struture marosopique Ω. Lespropriétés marosopiques de Ω au point x sont déterminées par l'étude de la distribution de matériaudans une ellule élémentaire Ωµ ontenant x via un proédé d'homogénéisation. Cette modélisationlassique onduit à dé�nir le tenseur d'élastiité marosopique C au point x par

(C)ijkl =
1

Vµ

∫

Ωµ

(σµ(uµkl
))ij . (3.9)Dans ette expression, Vµ est le volume de Ωµ, σµ est le tenseur des ontraintes dé�ni par rapportau matérau mirosopique, et les uµkl

sont une famille de hamps de déplaements mirosopiquesanoniques. Plus préisément,
uµkl

(y) = u+ εkly + ũµkl
(y), εkl = ek ⊗s el,où u est un déplaement onstant, les ek sont les veteurs de la base anonique de RN , ⊗s est leproduit tensoriel symétrisé, et ũµkl

(y) ∈ Uµ véri�e l'équation d'équilibre
∫

Ωµ

σµ(ũµkl
) · ∇sη +

∫

Ωµ

σµ(εkly) · ∇sη = 0 ∀η ∈ Uµ.L'espae Uµ est l'ensemble des hamps de déplaement inématiquement admissibles. C'est une partiede l'ensemble
Ũµ :=

{
v ∈ [H1(Ωµ)]

2 :

∫

Ωµ

v = 0,

∫

∂Ωµ

v ⊗s n = 0

}auquel on adjoint des onditions aux limites qui dépendent du modèle onsidéré. Dans le as d'homo-généisation périodique, Ωµ est généralement un pavé et Uµ ontient des onditions de périodiité surhaque paire de faes opposées.Nous nous intéressons à un problème d'optimisation topologique de la forme
inf

Ω1
µ⊂Ωµ

J(Ω1
µ) = h(C) + λ

∣∣Ω1
µ

∣∣
Vµ

, (3.10)où Ω1
µ est une région de Ωµ oupée par un matériau de module d'Young donné, disons unitaire,tandis que le omplémentaire Ωµ \ Ω1

µ est oupé par une phase de module d'Young petit (0.01 dansles exemples). La sensibilité topologique de la fontion J est étudiée dans [13℄. Nous présentons troisexemples en homogénéisation périodique orrespondant :25



� à la maximisation du module d'élastiité isostatique (bulk modulus, voir �gure 3.3), lorsque
h(C) = (C−1)1111 + 2(C−1)1122 + (C−1)2222,� à la maximisation du oe�ient de Poisson (voir �gure 3.4, nous obtenons pour oe�ient dePoisson ν = 0.87), lorsque

h(C) :=
(C−1)1122
(C−1)1111

+
(C−1)1122
(C−1)2222

,� à la minimisation d'un oe�ient de Poisson modi�é (voir �gure 3.5, nous obtenons pour oef-�ient de Poisson ν = −0.37), le problème ave le véritable oe�ient de Poisson s'avérant malonditionné, lorsque
h(C) := −(C−1)1122.

(a) (b)Figure 3.3 � Maximisation du module d'élastiité isostatique : (a) ellule élémentaire ; (b) miro-struture périodique.

(a) (b)Figure 3.4 � Maximisation du oe�ient de Poisson : (a) ellule élémentaire ; (b) mirostruturepériodique.D'autres modèles d'homogénéisation sont traités dans [20℄ : le modèle linéaire et le modèle uniforme.On obtient des on�gurations optimales sensiblement di�érentes.
26



(a) (b)Figure 3.5 � Minimisation d'un oe�ient de Poisson modi�é : (a) ellule élémentaire ; (b) miro-struture périodique.
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Chapitre 4Optimisation topologique sousontraintes4.1 Conditions d'optimalité [11℄4.1.1 Cadre généralOn s'intéresse maintenant à un problème d'optimisation de domaines de la forme
inf{J(Ω),Ω ∈ E , G(Ω) ∈ −K}, (4.1)où E est un ensemble de domaines admissibles, K est un �ne onvexe fermé d'intérieur non vide d'unespae vetoriel topologique loalement onvexe séparé Y , et

J =

{
E → R,
Ω 7→ J(Ω),

G =

{
E → Y,
Ω 7→ G(Ω),sont des fontionnelles données. A�n d'établir des onditions d'optimalité loale pour (4.1), nousdevons spéi�er une lasse de perturbations admissibles ainsi que la sensibilité des fontionnelles J et

G par rapport à es perturbations. Elles sont de deux types.� Perturbations de frontière. Suivant l'approhe lassique de [57℄, nous représentons une pertur-bation de frontière par un hamp de déplaements V ∈ W 1,∞(RN ,RN ). Le domaine perturbéest dé�ni par
Ω(V ) = (I + V )(Ω),ave I la transformation identité de RN .� Perturbations topologiques. Elles onsistent à réer des trous dans Ω ainsi qu'à ajouter denouvelles omposantes onnexes en dehors de Ω. Pour des raisons de onvexité, nous devonsonsidérer un nombre �ni mais arbitraire de telles perturbations e�etuées simultanément. Uneperturbations topologiques sera don aratérisée par un nombre m ∈ N∗ := N \ {0}, une fa-mille de points deux à deux distints z = (z1, · · · , zm) ∈ (RN )m, et une famille de rayons

ρ = (ρ1, · · · , ρm) ∈ Rm+ . Elle onduit au domaine
Ω(z, ρ) =

(
Ω \

⋃

zi∈Int(Ω)
i=1,...,m

B(zi, ρi)
)
∪

⋃

zi∈Ext(Ω)
i=1,...,m

B(zi, ρi).Notons que les points zi ∈ ∂Ω ne sont pas pris en omptes. La forme sphérique des perturbationsest hoisie uniquement omme exemple.Nous notons
Ω(V, z, ρ) =

(
(I + V )(Ω) \

⋃

zi∈Int(Ω)
i=1,...,m

B(zi, ρi)
)
∪

⋃

zi∈Ext(Ω)
i=1,...,m

B(zi, ρi)28



Ω

V

Ω(V, z, ρ)

Figure 4.1 � Perturbations de domainele domaine ainsi perturbé (voir �gure 4.1). Pour garantir que le nouveau domaine appartient à E ,nous supposons qu'il existe un �ne onvexe S(Ω) ⊂W 1,∞(RN ,RN ) de diretions admissibles pour lesperturbations de frontière et un ensemble T (Ω) ⊂ R
N\∂Ω de entres admissibles pour les perturbationstopologiques véri�ant la propriété suivante : pour tous V ∈ S(Ω), m ∈ N∗ et z ∈ T (Ω)[m], il existe

t0 > 0 et ρ0 > 0 tels que
(t, ρ) ∈ [0, t0]× [0, ρ0]

m ⇒ Ω(tV, z, ρ) ∈ E .Nous avons utilisé la notation
T (Ω)[m] = {z = (z1, ..., zm) ∈ T (Ω)m, zi 6= zj∀i 6= j} .Nous posons T (Ω)♯ =
⋃
m∈N
T (Ω)[m] et nous dirons que Rm+ ∋ ρ ≤ ρ̄ ∈ R+ si ρi ≤ ρ̄ pour tout i.Nous dirons qu'un domaine Ω ∈ E est Per(Ω)-optimal si pour tout (V, z) ∈ S(Ω) × T (Ω)♯ il existe

(t̄, ρ̄) ∈ R∗
+ × R∗

+ tel que
∀t ≤ t̄, ∀ρ ≤ ρ̄, G(Ω(tV, z, ρ)) ∈ −K =⇒ J(Ω(tV, z, ρ)) ≥ J(Ω).Quant à la sensibilité des fontionnelles, nous supposons que pour tous V ∈ S(Ω), m ∈ N∗, z ∈

T (Ω)[m], les développements asymptotiques suivants sont onnus :
J(Ω(tV, z, ρ)) = J(Ω) + t〈J ′

S(Ω), V 〉+
m∑

i=1

f(ρi)J
′
T (Ω)(zi) + o(t, f(ρ1), ..., f(ρm)), (4.2)

G(Ω(tV, z, ρ)) = G(Ω) + tG′
S(Ω)(V ) +

m∑

i=1

f(ρi)G
′
T (Ω)(zi) + o(t, f(ρ1), ..., f(ρm)). (4.3)La fontion f est un homeomorphisme de R+ dans lui-même (ou plus généralement un homeomor-phisme de [0, a] dans [0, b] pour ertains a, b > 0) ave f(0) = 0, et le reste o(t, f(ρ1), ..., f(ρm))véri�e

o(t, f(ρ1), ..., f(ρm)) = (t2 + f(ρ1)
2 + · · ·+ f(ρm)2)1/2ε(t, f(ρ1), ..., f(ρm)),ave limx→0 ε(x) = 0. Les fontions J ′

S(Ω) : S(Ω)→ R et G′
S(Ω) : S(Ω)→ Y sont supposées linéaires.Les fontions J ′

T (Ω) : T (Ω)→ R et G′
T (Ω) : T (Ω)→ Y sont quelonques.Par un argument de séparation, nous démontrons le résultat suivant.Théorème 4.1 (Conditions néessaires d'optimalité) Soit Ω ∈ E un domaine Per(Ω)-optimal.Nous supposons que les fontionnelles J et G véri�ent (4.2) et (4.3). Nous supposons de plus quela ondition de quali�ation des ontraintes suivante est remplie : il existe V ∈ S(Ω), m ∈ N∗,

(z1, ..., zm) ∈ T (Ω)[m], (β1, ..., βm) ∈ Rm+ tels que
G(Ω) + G′

S(Ω)(V ) +

m∑

i=1

βiG
′
T (Ω)(zi) ∈ Int(−K). (4.4)29



Alors il existe µ ∈ K+ (le �ne dual positif de K) tel que
〈µ,G(Ω)〉 = 0, (4.5)

∀V ∈ S(Ω), 〈J ′
S(Ω) + µ ◦G′

S(Ω), V 〉 ≥ 0, (4.6)
∀x ∈ T (Ω), J ′

T (Ω)(x) + 〈µ,G′
T (Ω)(x)〉 ≥ 0. (4.7)Pour �xer les idées prenons le as le plus simple d'une ontrainte de borne supérieure sur le volume.Lorsque T (Ω) = RN , il apparaît que la ondition de quali�ation est satisfaite pour tout Ω 6= ∅, et laondition d'optimalité topologique (4.7) s'érit :

J ′
T (Ω)(x) + µ ≥ 0 ∀x ∈ R

N .D'autres exemples sont traités dans [11℄. En dehors de la question de quali�ation, qui dépend dudomaine, un point essentiel à véri�er est la validité des formules (4.2) et (4.3). En général, les dé-veloppements asymptotiques topologiques sont établis pour une perturbation unique. Le aratèreadditif des perturbations, ainsi que leur éventuel ouplage ave des déformations de frontière, n'estpas évident. Nous nous ontentons de le présenter sur un exemple.4.1.2 Un exempleSoit D un domaine borné su�samment régulier de R2 de frontière ∂D = ΓD∪ΓN , ave |ΓD| > 0, et
E l'ensemble des sous-domaines de D. Soit I un segment de R et F : I → H−1/2(ΓN ) une appliationontinue. Pour tout η ∈ I et tout Ω ⊂ D nous onsidérons le problème aux limites :





−div (αΩ∇uΩ(η)) = 0 dans D,
αΩ∇uΩ(η).n = F (η) sur ΓN ,

uΩ(η) = 0 sur ΓD,
(4.8)ave

αΩ =

{
α+ > 0 dans Ω,
α− > 0 dans D \ Ω.Nous posons
Y = C(I),

K = {f ∈ Y, f(η) ≥ 0 ∀η ∈ I}.Nous prenons omme fontionnelle de ontrainte la ompliane translatée par une fontion donnée
M ∈ Y :

G(Ω) : η 7→
∫

D

αΩ|∇uΩ(η)|2dx−M(η) = 〈F (η), uΩ(η)〉 −M(η).Ainsi, G(Ω) ∈ −K signi�e que la ompliane de Ω sous le hargement F (η) est inférieure àM(η) pourtout η ∈ I. Nous posons
S(Ω) = {V ∈ C1,1(R2,R2), supp(V ) ⊂ D̃}, D̃ ⊂⊂ D,

T (Ω) = R
N .Supposons dans un premier temps que η ∈ I est �xé. Alors la sensibilité de G par rapport à uneperturbation de frontière ou par rapport à une perturbation topologique unique est onnue (voir [52℄et la setion 2.1). Nous montrons le omportement additif de es perturbations à l'ordre 1. Dans undeuxième temps, nous établissons l'uniformité du reste par rapport à η ∈ I. Au �nal, nous obtenonsbien un développement asymptotique de la forme (4.3).A titre d'exemple, supposons que J(Ω) = |Ω|. Sous ondition de quali�ation, le théorème 4.1fournit les onditions néessaires d'optimalité suivantes : il existe µ ∈ K+ (l'ensemble des mesures deRadon positives sur I) tel que ∫

I

G(Ω)(η)dµ(η) = 0,30



1− gS(Ω, µ) = 0 on ΓΩ ∩ D̃, (4.9)
1− gT (Ω, µ) ≤ 0 in Ω, (4.10)
1− gT (Ω, µ) ≥ 0 in D \ Ω, (4.11)ave

gS(Ω, µ)(x) =

∫

I

(α+ − α−)

(
1

α+α−
|αΩ(x)∇uΩ(η)(x).n|2 + |∇τuΩ(η)(x)|2

)
dµ(η), (4.12)

gT (Ω, µ)(x) =

∫

I

2
α+ − α−

α+ + α−
αΩ(x)|∇uΩ(η)(x)|2dµ(η), (4.13)

ΓΩ = ∂Ω ∩D l'interfae et ∇τ le gradient tangentiel.4.2 Méthodes de lagrangien et de lagrangien augmenté [8℄4.2.1 Lagrangien et points sellesLe but de ette setion est de proposer un algorithme pour la résolution des onditions d'optimalitéénonées à la setion préédente. Au vu de l'analogie entre le théorème 4.1 et les onditions de KKTen optimisation ontinue, nous introduisons le lagrangien
L(Ω, µ) = J(Ω) + 〈µ,G(Ω)〉Y ′,Ydé�ni sur E × Y ′, ave les mêmes notations qu'à la setion 4.1. Nous allons voir que les solutions dusystème d'optimalité orrespondent à des points selles loaux de e lagrangien. La notion de pointselle loal est liée à la nature des perturbations onsidérées pour dé�nir l'optimalité. Pour simpli�er,nous ne onsidérons que des perturbations topologiques.Dé�nition 4.1 Nous disons qu'un ouple (Ω, µ) ∈ E ×K+ est un point selle loal de L sur E ×K+si, pour tout z ∈ T (Ω)♯ il existe ρ̄ > 0 tel que

L(Ω, µ′) ≤ L(Ω, µ) ≤ L(Ω(z, ρ), µ) ∀ρ ≤ ρ̄, ∀µ′ ∈ K+. (4.14)Avant d'établir préisément le lien entre les domaines Per(Ω)-optimaux et les points selles loaux dulagrangien, nous nous intéressons à la possibilité d'augmenter e lagrangien dans le but d'améliorerles performanes numériques.4.2.2 Lagrangien augmentéLa manière lassique d'augmenter le lagrangien est d'e�etuer une régularisation de Moreau-Yosidaonave par rapport à la variable duale µ. Dans notre as, µ vit dans l'espae vetoriel Y ′. La seulehypothèse que nous devons faire pour onstruire un lagrangien augmenter est don de supposer que
Y est un espae de Hilbert. Etant donné un paramètre d'augmentation b > 0, nous posons

Lb(Ω, µ) = J(Ω) + ζb(G(Ω), µ)où, pour tout y ∈ Y ,
ζb(y, µ) = sup

µ′∈K+

(
〈y, µ′〉 − 1

2b
‖µ− µ′‖2

)
. (4.15)Soit PK+ l'opérateur de projetion de Y sur K+. Nous avons les propriétés suivantes.Théorème 4.2 1. Pour tout (y, µ) ∈ Y × Y la fontion ζb admet l'expression

ζb(y, µ) =
1

2b

(
‖PK+(µ+ by)‖2 − ‖µ‖2

)
. (4.16)2. Pour tout µ ∈ Y , la fontion ζb(., µ) est di�érentiable sur Y de gradient

∇yζb(y, µ) = PK+(µ+ by). (4.17)3. Pour tout y ∈ Y , la fontion ζb(y, .) est di�érentiable sur Y de gradient
∇µζb(y, µ) =

1

b
(PK+(µ+ by)− µ) . (4.18)31



4.2.3 Liens entre domaines optimaux et points sellesNous dé�nissons l'ensemble
Υ(Ω) = {ϕ : T (Ω)→ R, ϕ(x) 6= 0 ∀x ∈ T (Ω)}.Théorème 4.3 Soit un domaine Ω ∈ E. Les essertions suivantes sont équivalentes (pour la troisièmeon suppose que Y est un espae de Hilbert).1. Le domaine Ω est Per(Ω)-optimal et admet un multipliateur de Lagrange µ ∈ K+ tel que

J ′(Ω)(x) + µ ◦G′(Ω)(x) ≥ 0 ∀x ∈ T (Ω), (4.19)
〈µ,G(Ω)〉Y ′,Y = 0, (4.20)et J ′

T (Ω) + µ ◦ G′
T (Ω) ∈ Υ(Ω). Rappelons que (4.19) et (4.20) sont automatiquement véri�éessous ondition de quali�ation.2. Le ouple (Ω, µ) est un point selle loal du lagrangien L sur E×K+ et J ′

T (Ω)+µ◦G′
T (Ω) ∈ Υ(Ω).3. Le ouple (Ω, µ) est un point selle loal du lagrangien augmenté Lb sur E × Y et J ′

T (Ω) + µ ◦
G′
T (Ω) ∈ Υ(Ω).Notons que la ondition J ′

T (Ω) + µ ◦G′
T (Ω) ∈ Υ(Ω) est peu restritive : il su�t d'enlever de T (Ω) lespoints où J ′

T (Ω) + µ ◦G′
T (Ω) s'annule, e qui revient à a�aiblir la notion d'optimalité.Nous voyons don que la résolution de (4.1) peut se traduire par la reherhe d'un point selle dulagrangien, éventuellement augmenté. Comme nous n'avons a priori à disposition que des sensibilitésà l'ordre 1, nous proposons d'utiliser l'algorithme d'Uzawa.Algorithme 4.1 (lagrangian ordinaire)1. Choisir Ω0 ∈ E et µ0 ∈ K+. Poser k = 0. Fixer τ > 0 et εstop > 0.2. A partir de Ωk, trouver une solution (loale) Ωk+1 de

min
Ω∈E

L(Ω, µk). (4.21)3. Poser µk+1 = PK+(µk + τG(Ωk+1)).4. Si ‖µk+1 − µk‖ ≤ εstop arrêter sinon inrémenter k ← k + 1 et retourner à l'étape (2).Algorithme 4.2 (lagrangian augmenté)1. Choisir Ω0 ∈ E et µ0 ∈ Y . Poser k = 0. Fixer b > 0, τ > 0 et εstop > 0.2. A partir de Ωk, trouver une solution (loale) Ωk+1 de
min
Ω∈E

Lb(Ω, µk). (4.22)3. Poser µk+1 = µk +
τ

b
[PK+(µk + bG(Ωk+1))− µk].4. Si ‖µk+1 − µk‖ ≤ εstop arrêter sinon inrémenter k ← k + 1 et retourner à l'étape (2).En pratique, le lagrangien augmenté s'avère être beauoup plus performant, à ondition d'avoirhoisi des valeurs onvenables de b et τ . Il est généralement onvenable de prendre τ = b. On observealors des phénomènes onnus en optimisation non linéaire : si b est trop petit, l'algorithme onvergeave peu d'osillations mais lentement, si b est trop grand, les osillations sont importantes et peuventonduire à la divergene. Pour résoudre les problèmes sans ontrainte (4.21) et (4.22), nous utilisonsl'algorithme de la setion 3.3.
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Figure 4.2 � Pyl�ne, sans (en haut au entre) et ave (en haut à droite) ontrainte de fréquenepropre, historiques de onvergene du volume (en bas à gauhe) et des deux premières fréquenespropres (en bas à droite) pour le problème à deux ontraintes.4.2.4 Quelques résultats numériquesNous onsidérons omme premier exemple un problème d'optimisation de struture à deux ontraintes :
inf
Ω∈E
|Ω| tel que {

CΩ ≤ Cmax,
ΛΩ ≥ Λmin,ave CΩ la ompliane et ΛΩ la première fréquene propre. Il s'agit de l'optimisation d'un pyl�ne, voir�gure 4.2.Le deuxième exemple est le problème à in�nité de ontraintes étudié à la setion 4.1.2 :

inf
Ω∈E
|Ω| tel que CΩ(ξ) ≤ Cmax ∀ξ ∈ I,où CΩ(ξ) est la ompliane de Ω sous le hargement F (ξ). La géométrie est elle d'un pont avehargement pontuel se déplaçant sur toute la longueur, voir �gure 4.3.4.3 Une méthode de pénalisation pour les ontraintes pon-tuelles [5, 16℄4.3.1 Desription de la méthodeDans ette setion nous nous intéressons à la prise en ompte de ontraintes pontuelles sur legradient de l'état. D'un point de vue général, les ontraintes d'état pontuelles sont onnues pour êtredi�iles à traiter, même dans le adre lassique du ontr�le par une fontion. La raison en est que lemultipliateur de Lagrange assoié est généralement une mesure très irrégulière, ave notamment unepartie singulière sur le bord de l'ensemble atif [33℄. Cela pose des problèmes évident de disrétisation.Or il se trouve que les ontraintes d'état sur le gradient (dites d'ordre 1), enore plus di�iles, sontpartiulièrement utiles en optimisation de strutures, ar les ritères habituels d'endommagement oude rupture font intervenir les valeurs loales du tenseur des ontraintes. Dans e as, il y a une di�ulté33
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Figure 4.3 � Pont sous hargements multiples : domaine optimal (en haut à droite), distribution dela ompliane (en bas à gauhe) et multipliateur de Lagrange (en bas à droite).supplémentaire : la ontrainte ne doit être onsidérée qu'à l'intérieur de la struture, qui par dé�nitionse déforme au ours de l'optimisation. Pour es raisons, nous abandonnons l'idée d'introduire desmultipliateurs de Lagrange pour utiliser une méthode de pénalisation. Signalons également que lesméthodes basées sur l'homogénisation sont mal adaptées pour traiter e genre de problème. En e�et,les modèles homogénéisés ne voient que les valeurs loalement moyennées du gradient.Considérons d'abord le problème de ondutivité :





−div(αΩ∇uΩ) = 0 dans D,
uΩ = 0 sur ΓD,

αΩ∂nuΩ = g sur ΓN ,
(4.23)ave

αΩ =

{
αin > 0 dans Ω,
αout > 0 dans D \ Ω,

αout
αin

≪ 1. (4.24)Nous supposons que nous voulons minimiser une funtion oût Ω 7→ IΩ(uΩ) sous la ontrainte
1

2
B∇uΩ.∇uΩ ≤M p.p. dans Ω ∩ D̃, (4.25)où B est une matrie symétrique semi-dé�nie positive et M > 0. Nous introduisons la fontionpénalisée

IγΩ(uΩ) = IΩ(uΩ) + γJΩ(uΩ) (4.26)ave un terme de pénalité de la forme
JΩ(u) =

∫

D̃

αΩΦ(
1

2
B∇u.∇u)dx. (4.27)En optimisation non linéaire, il est standard de hoisir Φ quadratique. Ii, nous souhaitons pouvoironsidérer des domaines D peu réguliers, notamment ave oin rentrant, e qui fera que uΩ auraune régularité limitée. A�n de pouvoir non seulement dé�nir JΩ par (4.27) mais aussi lui assoier unedérivée topologique, nous ne pouvons pas nous aommoder d'une fontion Φ à roissane quadratique.Nous optons pour une fontion à roissane linéaire. Or nous savons que, par analogie (formelle) aveles fontions de pénalisation exates en optimisation ontinue, la ontrainte ne sera prise en ompteorretement à γ �ni que si Φ admet un point anguleux en M . Nous introduisons alors la famille

(Φp)p≥1 de fontions régulières dé�nies par
Φp(t) = Θp(

t

M
) (4.28)34



ave
Θp : R+ → R+,

t 7→ (1 + tp)1/p − 1,voir �gure 4.4 (gauhe). On véri�e aisément que, lorsque p tend vers+∞, Φp(t) onverge uniformémentsur R+ vers
Φ∞(t) =

{
0 si t ≤M,
t

M
si t ≥M.
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Figure 4.4 � Gauhe : fontion Θp pour p = 1, 2, 3, 5, 10 (de haut en bas) ; droite : fontion Ψ̂±1 pour
p = 1, ..., 10 (de bas en haut en t = 1).Le alul de la dérivée topologique de la fontionnelle JΩ de�nie par (4.27) n'est pas hose faile àause de la non linéarité de Φ. Nous appliquons le même shéma qu'à la setion 2.1, mais la di�ultéprinipale réside dans le alul des termes orretifs δJ1 et δJ2. De plus il y a d'autre termes ar laondition (2.12) n'est pas véri�ée. Nous obtenons pour une inlusion irulaire B(z, ε) en dimension 2

JΩε
(uΩε

)− JΩ(uΩ) = ε2G(z) + o(ε2),ave
G = πρ [2α0∇uΩ.∇vΩ + α0k1B∇uΩ.∇uΩ] + πβ1χD̃Φ

(
(1 − ρ)2 1

2
B∇uΩ.∇uΩ

)

+ α0χD̃

[
Ψρ(∇uΩ) + ρ2

π

4
k1tr(B)|∇uΩ|2

]
− πα0χD̃Φ(

1

2
B∇uΩ.∇uΩ). (4.29)Dans ette expression, α0 et α1 désignent respetivement les valeurs de α(z) avant et après perturba-tion, uΩ et vΩ sont les états direts et adjoints, et

k1 = Φ′(
1

2
B∇uΩ.∇uΩ)χD̃, ρ =

α1 − α0

α1 + α0
. (4.30)La fontion Ψρ s'exprime à l'aide d'intégrales que l'on ne peut pas aluler expliitement. Dans le asoù B est la matrie identité, nous avons

Ψρ(U) = Ψ̂ρ(
1

2
|U |2),ave

Ψ̂ρ(σ) = ρ

∫ ρ

0

∫ π

0

1

t2

[
Φ(σ(1 + t2 + 2t cos θ))− Φ(σ) − Φ′(σ)σ(t2 + 2t cos θ)

]
dθdt. (4.31)Le graphe de ette fontion pour Φ donné par (4.28) etM = 1 est représenté sur la �gure 4.4 (droite).Dans la mise en oeuvre numérique, les valeurs de Ψρ sont préalablement alulées par une méthode35



de quadrature sur un éhantillon de points et stokées dans un tableau. L'éhantillonnage est resserrédans les régions de forte variation. Les valeurs requises au ours de l'optimisation sont ensuite obtenuespar interpolation linéaire entre les éhantillons les plus prohes.L'algorithme d'optimisation topologique est le suivant.Algorithme 4.31. Choisir γ assez grand, une suite roissante (pn)n∈N de nombre positifs tendant vers +∞ et undomaine initial Ω0. Poser n = 0.2. Itérer :� A partir de Ωn, trouver un minimiseur (loal approhé) Ωn+1 du problème
inf IΩ(uΩ) + γ

∫

D̃

αΩΦpn(
1

2
B∇uΩ.∇uΩ)dx, (4.32)� Inrémenter n← n+ 1.Pour résoudre (4.32), nous utilisons l'algorithme de la setion 3.3.4.3.2 Résultats numériques pour la ondutivitéNous prenons omme fontion oût

IΩ(uΩ) = |Ω|+ λKΩ(uΩ), (4.33)ave |Ω| la mesure de Lebesgue de Ω et KΩ(uΩ) la ompliane donnée par
KΩ(uΩ) =

∫

D

αΩ|∇uΩ|2dx =

∫

ΓN

guΩds.Nous présentons deux exemples.Conduteur en ULe premier exemple est un onduteur en forme de U (voir �gure 4.5). Le domaine obtenu sansla ontrainte loale est représenté sur la �gure 4.6 (gauhe). Pour le problème ave ontrainte, nousréalisons 3 itérations, ave respetivement p = 8, 16, 32, voir �gure 4.6 (droite). Nous observons queles oins rentrants ont été arrondis, e qui était le prinipal but reherhé. De plus, la ontrainte estsatisfaite ave une faible marge d'erreur (< 1%)
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Figure 4.5 � Conduteur en UConduteur en SNous onsidérons maintenant un onduteur en forme de S (voir �gure 4.7). La fontion oût estinhangée. Là enore, nous obtenons un domaine régulier.36



Figure 4.6 � Conduteur en U sans ontrainte (gauhe) et ave ontrainte (droite).
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Figure 4.7 � Conduteur en S ave ontrainte.4.3.3 Résultats numériques pour la ontrainte de Von Mises en élastiitélinéaireEn méanique des strutures, un ritère ouramment utilisé pour garantir le omportement élas-tique du matériau est la ontrainte de Von Mises
σM (u) =

√
1

2
Bσ(u).e(u),ave

B = 6µII + (λ− 2µ)(I ⊗ I), (4.34)
λ et µ les oe�ients de Lamé, σ(u) le tenseur des ontraintes normalisé à un module d'Young unitaireet e(u) le tenseur des déformations. Pour réaliser la ontrainte σM (u)2 ≤M p.p. dans Ω, omme pourle laplaien, nous introduisons la fontionnelle de pénalité

JΩ(u) =

∫

D̃

αΩΦ(
1

2
Bσ(u).e(u))dx. (4.35)Ii enore, αΩ est la densité dé�nie par (4.24) et Φ est hoisie de la forme (4.28). Le alul de ladérivée topologique de JΩ est assez ompliqué, voir [16℄. Signalons simplement que son expression faitintervenir une fontion non expliite qui dépend ette fois de deux variables (en dimension 2), à savoirles ontraintes prinipales. Cette fontion est éhantionnée de la même manière que préédemment,mais dans le plan.Nous présentons deux exemples obtenus ave l'algorithme 4.3. La fontion oût est toujours dé�-nie par (4.33) ave KΩ(uΩ) la ompliane. Le premier est elui de la poutre en L, voir �gure 4.8. Ledeuxième est une struture en U, voir �gure 4.9. Là enore, la méthode est aratérisée par l'arron-dissement des oins rentrants. 37



Figure 4.8 � Poutre en L : as sans ontrainte (milieu) et ave ontrainte (droite).

Figure 4.9 � Struture en U ave ontrainte.4.4 Prise en ompte d'une ontrainte sur le périmètre [1, 19℄4.4.1 Périmètre régulariséL'introdution d'une ontrainte de majoration du périmètre est une tehnique de régularisationouramment utilisée en optimisation de formes. Elle permet notamment de garantir l'existene dedomaines optimaux pour un grand nombre de fontions oût [36, 48℄. Malheureusement, si le périmètres'insère très bien dans le adre de l'optimisation de formes lassique où sa dérivée est la ourburemoyenne, il est beauoup plus di�ile à gérer en optimisation topologique. Cela provient du fait que,lorsque l'on rée un trou B(z, ε) dans un domaine Ω, la variation du périmètre de Ω est |∂B(z, ε)| =
εN−1|∂B(0, 1)|, alors que les fontions oût traditionnelles varient en εN . Cette di�érene d'ordre degrandeur implique que la dérivée topologique du périmètre est in�nie, et don que l'on ne réera jamaisde trou ave un algorithme utilisant la dérivée topologique omme diretion de desente. Pour pallierà ela, nous introduisons un périmètre régularisé Perε dé�ni de la façon suivante :Perε(Ω) = 1

κmε
‖u− uε‖2L2(RN ), (4.36)où m ∈ N⋆, u est la fontion aratéristique de Ω, uε ∈ Hm(RN ) est solution de l'équation de di�usion

ε2m(−∆)muε + uε = u,et
κm =

1

π

∫ ∞

0

t4m−2

(1 + t2m)2
dt.En partiulier, pour m = 1, nous avons κ1 = 1/4. Cette approhe est justi�ée par la formule asymp-totique suivante [1℄.Théorème 4.4 Si ∂Ω est de lasse C2, alors, lorsque ε→ 0,Perε(Ω) = Per(Ω) +O(ε
2

N+2 ), (4.37)38



où Per(Ω) = |∂Ω| est le périmètre de Ω.Ce résultat s'étend au as d'un problème aux limites dans un domaine D en dé�nissant (pour m = 1)
uε par {

−ε2∆uε + uε = u dans D,
∂nuε = 0 sur ∂D,

(4.38)et la fontionnelle régularisée par Perε(Ω) = 1

κmε
‖u− uε‖2L2(D). (4.39)Nous montrons que le développement asymptotique (4.37) reste valable pourvu que Ω ⊂⊂ D ou

D \ Ω ⊂⊂ D, et que Per(Ω) soit dé�ni omme le périmètre relatif de Ω dans D, à savoir Per(Ω) =
|∂Ω ∩D|. La validité de la formule en présene de jontions entre ∂Ω et ∂D est une onjeture.4.4.2 Méthode de résolutionCes résultats onduisent à une méthode naturelle de résolution de problèmes du type

inf
Ω⊂D

J(Ω) + αPer(Ω).Elle onsiste à dé�nir une suite de paramètres εk tendant vers 0, puis à résoudre suessivement lesproblèmes régularisés, où Per(Ω) est remplaé par Perεk(Ω), en partant du domaine obtenu à l'étapepréédente.Pour résoudre les problèmes d'optimisation topologique à εk �xé, nous utilisons l'algorithme dela setion 3.3. Cela néessite le alul de la dérivée topologique de la fontionnelle Perε, e qui n'estpas très di�ile, vu que dans (4.38) le domaine intervient au seond membre. Nous obtenons ledéveloppement asymptotiquePerε(Ω̃)− Perε(Ω) = ∫

D

Per′ε(Ω)(χΩ̃ − χΩ)dx+ o(‖χΩ̃ − χΩ‖L1(D)), (4.40)où la dérivée topologique Per′ε(Ω) est donnée parPer′ε(Ω) = 4

ε
[1 + 2(pε − uε)] ,ave l'état adjoint pε solution de

{
−ε2∆pε + pε = uε − u in D,
∂npε = 0 on ∂D.4.4.3 Exemples numériquesA�n de bien visualiser le r�le de la fontionnelle Perε, nous prenons la fontion oût très simple

J(Ω) =

∫

Ω

wdx,ave w ∈ L1(D) donné. Le domaine de alul est le arré unité D =]0, 1[×]0, 1[. La suite de paramètresde régularisation est εk = 1/2k, k = 0, ..., 14. Nous présentons deux exemples. Le premier (voir �gure4.10) orrespond à la fontion
w(x1, x2) =

{
−1 si 0.2 ≤ x1, x2 ≤ 0.8,
1 sinon.L'e�et du terme de périmètre est lairement mis en évidene par l'arrondissement des oins. Pour faireapparaitre des hangements de topologie nous prenons omme deuxième exemple (voir �gure 4.11)

w(x1, x2) = sin(
2πx1
3

) sin(
2πx2
3

).On s'aperçoit ii que le terme de périmètre, en plus de lisser les bords, modi�e la topologie.39



Figure 4.10 � Exemple 1 : α = 0 (à gauhe), α = 0.1 (au milieu), α = 0.2 (à droite).
Figure 4.11 � Exemple 2 : α = 0 (à gauhe), α = 0.01 (au milieu), α = 0.02 (à droite).4.4.4 Remarque et prolongementsLes approximations lassiques du périmètre, omme elle de Modia-Mortola [55℄, ont l'avantagede ne pas introduire d'EDP. La ontrepartie est que, du à l'absene de régularisation, elles n'admettentpas de dérivée topologique.Dans un travail réent [19℄, nous allons plus loin en établissant la Γ-onvergene d'une variantede la fontionnelle (4.39) vers le périmètre relatif en dimension 2. Ave les mêmes notations quepréédemment, pour m = 1, ette fontionnelle s'érit :

F̃ε(u) = 2 inf
v∈H1(D)

ε‖∇v‖2L2(D) +
1

ε

(
‖v‖2L2(D) +

∫

D

u(1− 2v)dx

)

=
2

ε

∫

D

(1− uε)udx.En plus d'approher le périmètre, ette fontionnelle, qui est dé�nie même si u n'est pas une fontionaratéristique, fore les valeurs 0− 1 lorsque ε tend vers 0, et peut don être assoiée à un problèmerelaxé. En exploitant ette propriété ainsi que la struture partiulière de F̃ε dé�nie en tant queminimum, nous introduisons des algorithmes adaptés à la résolution de problèmes de moindre arréset de minimisation de la ompliane ave pénalisation du périmètre. La �gure 4.12 montre quelquesrésultats obtenus pour la minimisation de la ompliane à l'aide d'un algorithme alterné appliqué auproblème homogénéisé. Il s'agit du lassique problème de la onsole. Rappelons pour �nir que, si auunmodèle relaxé onvenable n'est onnu, le problème non relaxé peut toujours être traité diretementpar dérivée topologique, de la même façon qu'au paragraphe 4.4.2.
40



Figure 4.12 � Console pour les valeurs respetives de 4α : 0.1, 5, 10 et 50.
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Chapitre 5Méthodes de type Newton pourl'optimisation topologique5.1 Un problème de ontr�le linéaire de type bang-bang sansontrainte [6℄5.1.1 IntrodutionLes méthodes d'optimisation topologiques présentées jusqu'ii étaient du premier ordre : seule ladérivée topologique première était prise en ompte. Il existe une notion de dérivée topologique seonde,obtenue en poussant le développement asymptotique (1.3) jusqu'à l'ordre suivant [41℄. Certains termesd'ordre supérieurs ont même été alulés [34, 35℄ pour résoudre des problèmes d'identi�ation de petitesinhomogénéités. Pour traiter de véritables problèmes d'optimisation topologique, nous souhaitonsmettre en oeuvre une méthode de type Newton. La façon d'y inorporer les dérivées topologiquesseondes est loin d'être évidente. A ela il y a deux raisons prinipales. Le première est que la onditiond'optimalité topologique est une ondition de positivité de la dérivée topologique, et non de nullité.La seonde est que la dérivée topologique ne fournit la variation première de la fontion oût quepour des perturbations partiulières. Nous allons surmonter la première di�ulté grâe à une astueassez lassique : l'équivalene x ≥ 0 ⇔ min(0, x) = 0. Quant à la seonde, nous allons nous limiterà des problèmes pour lesquels la variation première de la fontion oût est indépendante de la formede la perturbation. C'est le as lorsque la perturbation intervient sur les oe�ients F ou β, ave lesnotations de (2.9), d'après le théorème 2.2.5.1.2 Desription et analyse de la méthodeNous nous intéressons au problème modèle
Minimiser

(u,y)∈E×H1
0
(D)

J(u, y) =
1

2

∫

D

(y − y†)2dx+ ν

∫

D

udx ave Ey = u. (5.1)L'ensemble admissible est dé�ni par
E = {uΩ = χΩ p.p. dans D, Ω ⊂ D,Ω mesurable},où D est le domaine de alul. Les données (y†, ν) sont dans L2(D) × R est E désigne l'opérateur

−∆ : H1
0 (D) → H−1(D). En appliquant par exemple le théorème 2.2, nous obtenons les onditionsnéessaires d'optimalité {

gu ≥ 0 dans Int([u = 0]),
gu ≤ 0 dans Int([u = 1]),

(5.2)ave gu = −zu + ν la dérivée (topologique) et zu = −E−1(yu − y†) l'état adjoint. Le point lé de laméthode est la remarque suivante :(5.2)⇐⇒ F (u) = 0 dans Int([u = 0]) ∪ Int([u = 1]),42



ave
F (u) = umax(0, gu) + (1 − u)min(0, gu) = u|gu|+min(0, gu). (5.3)Nous allons don herher à résoudre l'équation F (u) = 0 par la méthode de Newton. Un obstaleapparent, qui n'en est en réalité pas un, est que la fontion F n'est évidemment pas di�érentiable ausens de Fréhet. Il existe en fait des notions plus faibles de di�érentiabilité parfaitement adaptées à laméthode de Newton. La plus générale est appelée �semi-smoothness� [51℄, mais nous nous ontente-rons de la propriété de �slant di�erentiability� (enore appelée �Newton di�erentiability�, et que nousappellerons en français Newton di�érentiabilité) suivante [39, 50℄.Dé�nition 5.1 Une fontion F : U → Y , ave X et Y deux espaes de Banah et U un ouvert de X,est dite Newton di�érentiable s'il existe une fontion G : U → L(X,Y ), appelée dérivée de Newton,telle que

lim
h→0

1

‖h‖‖F (u+ h)− F (u)−G(u+ h)h‖ = 0 ∀u ∈ U.L'intérêt pour nous de ette notion réside dans les deux résultats suivants [50℄.Théorème 5.1 La fontion max(0, .) : Lq(D) → Lp(D) ave 1 ≤ p < q ≤ +∞ est Newton di�éren-tiable sur Lq(D) et u 7→ χ[u>0] est une dérivée de Newton.Théorème 5.2 Supposons que u∗ véri�e F (u∗) = 0 et que F est Newton di�érentiable sur un ouvert
U ontenant u∗, de dérivée de Newton G. Si G(u) est inversible pour tout u ∈ U et {‖G(u)−1‖, u ∈ U}est borné, alors l'algorithme de Newton

un+1 = un −G(un)−1F (un)onverge surlinéairement vers u∗ dès que ‖u0 − u∗‖ est su�samment petit.Malheureusement, il se trouve que la fontion F dé�nie par (5.3) est bien Newton di�érentiable de
L2(D) dans lui-même, mais ne véri�e pas l'hypothèse d'inversibilité uniforme. Pour y remédier nousintroduisons la fontion régularisée

F ε : L2(D) → L2(D)
u 7→ u(Φε ◦ gu) + min(0, gu),

(5.4)ave
Φε(t) =

√
ε2 + t2. (5.5)Pour ε > 0 �xé, la fontion F ε véri�e toutes les onditions requises, et nous obtenons les résultatsd'existene et de onvergene suivants.Lemme 5.3 Pour tout ε > 0 l'équation F ε(uε) = 0 admet au moins une solution uε ∈ L2(D). Deplus, haque solution uε ∈ L2(D) de F ε(uε) = 0 véri�e

0 ≤ uε ≤ 1. (5.6)Théorème 5.4 Supposons que uε ∈ L2(D) véri�e F ε(uε) = 0. Alors l'algorithme de Newton
un+1 = un −Gε(un)−1F ε(un)onverge surlinéairement vers uε dans L2(D) dès que ‖u0 − uε‖ est su�samment petit.La méthode proposée onsiste à appliquer l'algorithme de Newton �semismooth� i-dessus à une suitede sous-problèmes générés par des paramètres εk tendant vers 0. Nous avons le résultat de onvergenesuivant.Théorème 5.5 Soit (εk)k∈N une suite de paramètres stritement positifs tels que εk → 0. Pour tout

k onsidérons une solution uεk ∈ L2(D) de F εk(uεk) = 0 et posons yεk = E−1uεk .43
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Figure 5.1 � Contr�le uε à onvergene des itérations 1 (gauhe) and 10 (droite).1. Il existe une suite extraite (εkp) et u∗ ∈ L2(D, [0, 1]) tels que
uεkp

L2(D)
⇀ u∗, yεkp

L2(D)→ y∗ := E−1u∗,

uεkp → χ[gu∗<0] p.p. dans [gu∗ 6= 0].Si L2([gu∗ = 0]) = 0, alors
uεkp → u∗ = χ[gu∗<0] p.p. dans D et uεkp

L2(D)→ u∗. (5.7)En partiulier, F (u∗) = 0 et (u∗, y∗) est une solution de (5.1).2. Chaque point d'aumulation u∗ de la suite (uεk) dans L2(D) véri�e F (u∗) = 0.Remarque 5.2 Le problème (5.1) a été posé dans l'ensemble des fontions aratéristiques E, mais,à ondition que −∆y† = 0 dans D, on aurait pu le formulé de manière équivalente dans l'ensembleonvexi�é Ẽ := L∞(D, [0, 1]). Plus préisément, on montre failement que toute solution du problèmeonvexi�é véri�e automatiquement Int[0 < u < 1] = ∅. De plus, résoudre F (u) = 0 revient exatementà résoudre le problème onvexi�é.5.1.3 Un exemple numériqueLa version disrète de l'algorithme ainsi que les détails de l'implémentation sont disutés dans [6℄.Signalons simplement que la suite (εk) est dé�nie par
εk = min(εk−1, a‖guεk−1‖rk−1)ave a > 0, 0 < r < 1 et ε0 = a‖guε0‖. En pratique nous prenons a = 10−3, r = 0.5 et k = 1, ..., 10.Les divers tests numériques mettent d'ailleurs en évidene un fait surprenant : l'algorithme sembletoujours onverger, quelles que soient l'initialisation et la vitesse de déroissane de la suite (εk). Cephénomène est ertainement lié au aratère fortement régularisant de l'opérateur ontr�le-état dansnotre as.Nous ne montrons ii qu'un exemple. Le domaine de alul est le arré unité D =]0, 1[×]0, 1[, etles données sont

y†(x1, x2) = sin(2πx1) sin(2πx2), ν = 10−2.Les ontr�les uε1 et uε10 à onvergene de l'algorithme de Newton pour les itérations 1 et 10 sontreprésentés sur la �gure 5.1. L'historique de onvergene du résidu ‖F (uεk)‖ est indiqué sur la �gure5.2.5.2 Cas d'un problème semi-linéaire ave ontrainte [15℄En terme de performane, pour les problèmes linéaires sans ontraintes traités préédemment,la méthode de Newton semismooth s'avère être sensiblement supérieure à l'algorithme de la setion44
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Figure 5.2 � Historique de onvergene de log10 ‖F (uεk)‖2.3.3. La néessité de résoudre une suite de problèmes se trouve avantageusement ompensée par laonvergene loalement surlinéaire et l'absene de reherhe de pas. Le gain de performane est enoreplus signi�atif en présene de ontraintes, ar les méthodes de type Uzawa (f setion 4.2) sont lentes.Pour donner une idée de la façon de proéder, onsidérons toujours le problème (5.1), mais aveune ontrainte de volume, 'est-à-dire
inf

(u,y)∈E×H1
0
(D)

J(u, y) =
1

2

∫

D

(y − y†)2dx ave Ey = u et ∫

D

udx = V.Le système d'optimalité est le même qu'avant, mais le multipliateur de Lagrange ν fait maintenantpartie des inonnues. Nous allons don résoudre
R(u, ν) :=

(
F (u, ν)∫
D
udx− V

)
= 0ave

F (u, ν) = umax(0, gu,ν) + (1− u)min(0, gu,ν),

gu,ν = E−1(E−1u− y†) + ν.Notons que l'équation d'état Ey = u a été éliminée du système du fait de son aratère linéaire etinversible, mais pour des problèmes non linéaires on doit la traiter en ajoutant une ligne au système,et faire de même pour l'équation adjointe. A ause du problème réurrent de non inversibilité dujaobien, nous appliquons la méthode de Newton au système régularisé
Rε(u, ν) :=

(
F ε(u, ν)∫
D
udx− V

)
= 0,et faisons tendre ε vers 0. La fontion F ε peut être dé�nie omme dans (5.4). Une variante ayant despropriétés analogues mais faisant jouer un r�le symétrique aux deux phases est la fontion

F ε(u, ν) = umax(0, gu,ν + ε) + (1 − u)min(0, gu,ν − ε).L'analyse de onvergene de ette méthode est e�etuée dans [15℄ pour une lasse de problèmes semi-linéaires. Les tests numériques montrent que, en plus de sa rapidité par rapport aux méthodes dupremier ordre, elle se aratérise par une réalisation très préise de la ontrainte.
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